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Lời NÓI ĐẦU 


Kể từ năm học 2006 2007, ngành Giáo dục bắt đầu thực hiện giảng 
đạy theo chương trình và sách giáo khoa mới lớp 10. Đi kèm với việc đổi 
mới chương trình và sách giáo khoa là đối mới về phương pháp dạy học 
và đổi mới công tác kiểm tra đánh giá kết quả học tập của học sinh. 
Điều đó phải được thể hiện không những trong sách giáo khoa, sách 
giáo viên mà còn trong cả sách bài tập - một tài liệu không thể thiếu đối 
với giáo viên và học sinh. Cuốn Bởi tập Đại số 0 nắng cao này được 
biên soạn theo tĩnh thần đó. 


Bài tập Đại số l0 nâng cao gồm các bài tập được chọn lọc và sắp xếp 
một cách hệ thống, bám sát từng chủ để kiến thức trong sách giáo khoa, 
nhằm giúp các em học sinh sử dụng song song với sách giáo khoa, vừa 
củng cố kiến thức đang học, vừa nâng cao kĩ năng giải toán. 

- Tương tự như sách giáo khoa Đợi số 10 náng cao, nội dụng của sách 
này gồm sáu chương : 

Chương I. Mệnh đề - Tập hợp 

Chương II. Hàm số bậc nhất và bậc hai 

Chương II. Phương trình và hệ phương trình 

Chương IV. Bất đẳng thức và bất phương trình 

Chương V. Thống kê 

Chương VI. Góc lượng giác và công thức lượng giác. 

Mỗi chương đều được mở đầu bằng phần "Những kiến thức cân nhớ" 
Phần này tóm tắt lại những kiến thức quan trọng của chương. Học sinh 
đọc "Những kiến thức cần nhớ" đề tìm tồi những kiến thức được vận 
dụng trong quá trình giải bài tập. Sau khi học xong mỗi chương, các em 
nên trở lại phần này để ôhđô-Mà;ghknhớ những kiến thức đó. 


Tiếp theo là phần "Đề bài" và sau đó là phần "Đáp số - Hướng dân 
Tời giải". Các bài tập trong phần "Đề bài" được sắp xếp theo đúng trình 
tự các bài học trong sách giáo khoa. Do đó học sinh có thể để dàng tự 
lựa chọn bài tập để làm thêm sau mỗi bài học. Bên cạnh các bài tập bám 
sát yêu cầu của sách giáo khoa, sách còn bổ sung một số bài tập với yêu 
cầu cao hơn, giúp học sinh bước đầu tiếp cận với những dạng toán chuẩn 
bị thi vào Đại học. Ngoài ra, cuối mỗi chương đều có các bài tập trắc 
nghiệm khách quan nhằm giúp học sinh làm quen với phương pháp kiểm 
tra đánh giá mới này. Cần chú ý rằng mỗi câu hỏi trắc nghiệm khách 
quan, học sinh chỉ được làm trong thời gian hết sức hạn chế (chẳng hạn, 
từ 1 đến 2 phút), 

Sau khi giải bài tập, học sinh có thể tự mình kiểm tra lại kết quả bằng 
cách đối chiếu với phân "Đáp số - Hướng dẫn - Lời giải" (ngay sau phần 
"Đề bài" của mỗi chương). Trong phần này, các tác giả chỉ chọn lọc và 
nêu lời giải đầy đủ của một số ít bài, còn lại phần lớn các bài đều chỉ 
cho đáp số hoặc đáp số có kèm theo gợi ý khi cần thiết. Chú ý rằng các 
hướng giải được nêu trong "Hướng đẩn", thậm chí trong các bài giải chỉ 
tiết cũng có thể chưa phải là hướng giải tốt nhất. Các tác giả nhấn mạnh 
điều này với mong muốn : chính học sinh sẽ là những người đưa ra 
những lời giải hay hơn, sáng tạo hơn. 

Mặc dù các tác giả đã rút kinh nghiệm từ sách thí điểm và đã cố gắng 
để có được bản thảo tốt nhất, nhưng chắc chắn sách không tránh khỏi 
còn nhiều tbiếu sót. Các tác giả rất mong nhận được góp ý của bạn đọc 
gần xa, nhất là của giáo viên và các em học sinh - những người trực tiếp 
sử dụng sách. 

Cuối cùng, các tác giả tỏ lòng biết ơn.đến Hội đồng Thẩm định của 
Bộ Giáo dục — Đào tạo đã góp nhiều ý kiến quý báu, đến Ban biên tập 
sách Toán Tin, Công ty cổ phần Dịch vụ xuất bản Giáo dục Hà Nội ~ 
Nhà xuất bản Giáo dục Việt Nam đã giúp đỡ, hợp tác tích cực và có hiệu 
quả trong quá trình biên soạn cuốn Bải tập Đại số !0 nâng cao này. 


CÁC TÁC GIÁ 
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'hươn Ti 


MỆNH ĐỀ - TẬP HỢP 


A. NHỮNG KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


Mệnh đề 
° Mệnh đề logic (gọi tắt là mệnh để) là một câu khẳng định đúng hoặc 
một câu khẳng định sai. Một mệnh đề không thể vừa đúng vừa sai. 
* Mệnh đề "Không phải P", kí hiệu làP, được gọi là mệnh đề phủ định 
của P. Mệnh đề P đúng nếu P sai và P sai nếu P đúng. 
s° Mệnh đê "Nếu P thì Q", kí hiệu làP = Q, được gọi là mệnh đề kéo 
theo. Mệnh đề kéo theo chỉ sai khi P đúng, Q sai. 
e« Mệnh đê "P nếu và chỉ nếu Q", kí hiệu làP e> Ø, được gợi là mệnh đề 
tương đương. Mệnh đề này đúng khi và chỉ khi P, Q cùng đúng hoặc cùng sai. 
se Phủ định của mệnh đề "Vx e X, P(x)" là mệnh đề "3x e X, P(x)“ 
« Phủ định của mệnh đề " 3x e X, P(+) " là mệnh đề "Vx e X, P(x)" 


Tập hợp 
“ Tập A được gọi là tập con của tập Ö, kí hiệu là A c Ö, nếu mọi phần tử 
của A đều là phân tứ của 8. 
° Phép giao | 
AnB=lxÌx € Ávà x c ÖB}. 
® Phép hợp 
AB= [xÌx e A hoặc x e BỊ. 
° Hiệu của hai tập hợp 
AxE= 1: | xe€Avàx g B}. 
© Phép lấy phần bù : Nếu A c # thì 


CgA=E bồoEtälxcSrB và x £ AJ. 


Số gần đúng và sai số 


« Cho Z là giá trị đúng, z là giá trị gân đúng của Z. Giá trị A„ = Ì4 - ai, 

được gọi là sai số tuyệt đối của số gần đúng a. Khi viết =4 +đ, ta 

hiểu số đúng nằm trong đoạn [2 — 3; a + đ]. Người ta gọi ở là độ chính 

xắc của số gần đúng 4. 

: |ø - a| 

* TỈ số ở = 
“la | 

gần đúng z (thường được nhân với 100% để viết đưới dạng phần trăm). 

* Khi thay số đúng bởi số quy tròn thì sai số tuyệt đối không vượt quá 

nửa đơn vị của hàng quy tròn. 


. kí hiệu là ổ„, được gọi là sai số tương đối của số 


s Xét số gần đúng z của số đúng đ. 


+ Nếu z là số thập phân không nguyên, được viết dưới dạng chuẩn mà có 
k chữ số ở phần thập phân thì sai số tuyệt đối của 2 không vượt quá 


TP" #eliz:lA 


t)j 


a~210* <8 <a+ 10% 
+ Nếu ¿ là số nguyên được viết dưới dạng chuẩn a = A.10 với A e Z và 


ke Ñ thì sai số tuyệt đối của ø không vượt quá 210! , ngh1a là 


a~I0' <4 <a+ 210! 


B. ĐỀ BÀI 


1.1. 


§1.MỆNH ĐỀ VÀ MỆNH ĐỀ CHỮA BIẾN 


Trong các câu sau đây câu nào là mệnh đề ? Với câu là mệnh đề hãy xác 
định xem mệnh đề đó đúng hay sai. 


a) Không được đi qua lối này ! 
b) Báy giờ là mấy giờ ? 
c) Chiến tranh thế giới lầrb#lianhếtohúc năm 1946. 


1.2. 


1.3. 


1.4. 


1.5. 


1.6. 


1.7. 


đ)4+x=$. 
e) l6 chia 3 dư 1. 
f) 5 là số vô tỉ. 


8) Phương trình xŸ + 3x + 5 = 0 có nghiệm. 
Nêu mênh đẻ phủ định của mỗi mệnh đề sau và xác định xem mệnh đề 
phủ định đó đúng hay sai : 
a) P: "Phương trình xŸ + x+1=0 có nghiệm”. 
b) @ : "Năm 2000 là năm nhuận" 
c) ®: "327 chia hết cho 3", 
Nêu bức đề phủ định của các mệnh đề sau : 
: “Tứ giác ABCD đã cho nội tiếp được trong đường tròn” 
) : "Tam giác ABC đã cho là tam giác cân" 
®: "13 có thể biểu diễn thành tổng của hai số chính phương” 
H:°2! _ 1 là một số nguyên tố”. 
Cho tam giác ABC với đường trung tuyến AM. Xét hai mệnh đề 
P: "Tam giác ABC vuông tại A" ; 
Q : "Trung tuyến AM bằng nửa cạnh 8C” 
a) Phát biểu mệnh đề P > @ và cho biết mệnh đề này đúng hay sai. 
b) Phát biểu mệnh đề P <> Ó và cho biết mệnh đề này đúng hay sai. 
Xét mệnh đề ® : "Vì 120 chia hết cho 6 nên chia hết cho 9” 
Nếu viết mệnh đề ® dưới đạng "P =OQ, hãy nêu nội dung của các mệnh 
đề P và Q. 
Hỏi mệnh đề # đúng hay sai, tại sao ? 
Cho hai mệnh đề 
P: `42 chia hết cho 5" ; 
€ : ˆ42 chia hết cho I0". 
Phát biểu mệnh đẻ P => @. Hỏi mệnh đề này đúng hay sai, tại sao ? 
Cho hai mệnh đẻ 
P755 s./] l§ Số nguyên tố” ; 
@ : "16 là số chính phương" 
Phát biểu mệnh đề P > Cbddỗ&mệnholê này đúng hay sai, tại sao 2 


1.8. 


1.9. 


1.10. 


1.12. 


1.13. 


Cho hai tam giác ABC và DEF. Xét các mệnh đề sau 
P:"Â =Ô,B=Ê"; 
Q@ : “Tam giác ABC đồng dạng với tam giác DEF" 
Phát biểu mệnh đề P —> @. Hỏi mệnh đề này đúng hay sai, tại sao ? 
Xét hai mệnh đề 
P: "7 là số nguyên tố” ; 
@: ”61 + I chia hết cho 7". 
Phát biểu mệnh để P <> Q bằng hai cách. Cho biết mệnh đề đó đúng 
hay saI. 
Xét hai mệnh đề 
P:"6là số nguyên tố” ; 
@: "5! + † chia hết cho 6". 
Phát biểu mệnh để P © @ bằng hai cách. Cho biết mệnh đề đó đúng 
hay saI. 


. Gọi X là tập hợp tất cả các học sinh lớp 10 ở trường em. Xét mệnh đề 


chứa biến P(y) : 'x tự học ở nhà ít nhất 4 giờ trong một ngày” (x e Ä) 
Hãy phát biểu các mệnh đề sau bằng các câu thông thường : 


a) dxeX,P(x); b) VxeX,P(); 

c)ì lxe X,P(@) ; d) Vxe X,P@). 

Xét các câu sau đây :; 

a) Tất cả các học sinh ở trường em đều phải học luật giao thông. 

b) Có một học sinh lớp I2 ở trường em có điện thoại di động. 

Hãy viết các câu đó dưới dạng "Vx e X  P(x)”" hoặc "31x e X, P(+)" và 
nêu rõ nội dung mệnh đề chứa biến P(x) và tập hợp X. 

Cho mệnh đề chứa biến: P(+) : "x = xÝ" với x là số nguyên. Xác định tính 
đúng - sai của các mệnh đề sau đây : 

2) P(0) ;- b) P(); 

c)ƑQ@); d)P(- l); 


9) dxe€4,PG@); # XWBlfoáitom 


1.14. 


1.15. 


1.16. 


1,17. 


1.18. 


Lập mệnh đề phủ định của các mệnh đề sau : 
a) VxeRx >x 


b) V„ œ Ñ, z” + 1 không chia hết cho 3. 

c)VøcÑ, ø? + 1 chia hết cho 4. 

đ)3zcQ, r? =3. 

Xét tính đúng sai của các mệnh đề sau và lập mệnh đề phủ định của các 


mệnh đề đó : 
a) drc Q, 4r?—1=0, 


b) 3ø e Ñ, øˆ +1 chia hết cho 8. 
c)VxelR,x?+x+1>0. 


d) vn eÑ”,1+2+...+n không chia hết cho l1. 

Cho mệnh đề chứa biến P(z) : "x thích môn Ngữ văn”, trong đó x lấy giá 
trị trên tập hợp X các học sinh của trường em. 

a) Dùng kí hiệu lôgic để diễn tả mệnh đề : "Mọi học sinh của trường em 
đều thích môn Ngữ văn.” 

b) Nêu mệnh đề phủ định của mệnh đề trên bằng kí hiệu lôgic rồi diễn 
đạt mệnh đề phủ định đó bằng câu thông thường. 

Cho mệnh đề chứa biến P(+) : "x đã đi máy bay", trong đó x lấy giá trị 
trên tập hợp X các cư dân của khu phố (hay xã) em. 

a) Dùng kí hiệu lôgic để diễn tả mệnh đề : "Có một người của khu phố 
(hay xã) em đã đi máy bay" 

b) Nêu mệnh đẻ phủ định của mệnh đẻ trên bằng kí hiệu lôgic rồi diễn 
đạt mệnh đề phủ định bằng câu thông thường. 


§2. ÁP DỤNG MỆNH ĐỀ VÀO SUY LUẬN TOÁN HỌC 
Phát biểu và chứng minh các định lí sau : 
a) VneN, n” chia hết cho 3— ø chia hết cho 3 (gợi ý : Chứng mình 
bằng phản chứng). 


b)VWneN, ñˆ chia hết cho 6ESdktiia hệtrcho 6. 


1.19. 


1.20. 


1.21. 


1.22. 


1.23. 


I0 


Cho các mệnh đề chứa biến P(n) : 'z là số chãn" và O(n) : "7n + 4 là 
sô chẵn" 

a) Phát biểu và chứng minh định lí vn e Ñ, PŒ) Đ Q0). 

b) Phát biểu và chứng minh định lí đảo của định lí trên. 

c) Phát biểu gộp định lí thuận và đảo bằng hai cách. 

Cho các mệnh đề chứa biến P(n) : ”ø chia hết cho 5” ; Q0) : "#* chia hết 
cho 5" và R(n) : "nF + 1 và n” — 1 đều không chia hết cho 5” 


2? tì 


Sử dụng thuật ngữ "điều kiện cần và đủ”, phát biểu và chứng minh các 
định lí dưới đây : 


a)VneÑ, P(n) © Ó(n). 
b)VneÑ, P(n) © K(n). 


Cho các số thực ø,đa,....đ,. Gọi đ là trung bình cộng của chúng 
à = 


Chứng minh (bằng phản chứng) rằng : ít nhất một trong các số 
¡,đ2,...,4„ sẽ lớn hơn hay bằng 4a. 

Sử dụng thuật ngữ "điều kiện đủ" để phát biểu các định lí sau : 

a) Nếu hai tam giác bằng nhau thì chúng đồng dạng với nhau. 


b) Nếu một hình thang có hai đường chéo bằng nhau thì nó là hình 
thang cân. 


c) Nếu tam giác ABC cân tại A thì đường trung tuyến xuất phát từ đỉnh A 
cũng là đường cao. 


Sử dụng thuật ngữ "điều kiện cần” để phát biểu các định lí sau : 

a) Nếu một số nguyên dương lẻ được biểu diễn thành tổng của hai số 
chính phương thì số đó phái có dạng 4# + I (¿ e Ñ). 

b) Nếu z¡, nø là hai số nguyên dương sao cho #“ + nỶ là một số chính 


phương thì m.ø chia hết cho 12. 
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1.24. Hãy phát biểu và chứng minh định lí đảo của định lí sau (nếu có) rồi sử 


1.25. 


1.26. 


1.27. 


1.28. 


1.29. 


1.30. 


1.31. 


dụng thuật ngữ điều kiện "cần và đủ" để phát biểu gộp cả hai định lí 
thuận và đảo : 


Nếu ø, ø là hai số nguyên dương và mỗi số đều chia hết cho 3 thì tổng 


mì + nˆ cũng chia hết cho 3. 


§3. TẬP HỢP VÀ CÁC PHÉP TOÁN TRÊN TẬP HỢP 


Cho 4A là tập hợp các hình bình hành có bốn góc bằng nhau, Ö là tập hợp các 
hình chữ nhật, C là tập hợp các hình thoi và Ð là tập hợp các hình vuông. 


Hãy nêu mối quan hệ giữa các tập nói trên. 

Cho A = {0;2;4;6;8),B=({10;1;2;3;4) vàC= {0;3; 6: 9). 
a) Xác định (A \2 B) 2C và A \2 (8 ÓC). Có nhận xét gì về kết quả ? 
b) Xác định (4A ¬ B) ¬€ và Á ¬(B ¬C). Có nhận xét gì về kết quả 2 


Cho A ={0;:2;:4:6;:85: 10), RB =10;1;:2;:3;4;:5: 6) và 
C={14;5;6;7;8;9; 10}. Hãy tìm 

a) An¬(Bn(C); b) A2(BÒOC); 

€) A(B\UC); đ) (A2 B)nC ; 

e) A¬B)UC. 

Vẽ biểu đồ Ven thể hiện các phép toán sau của các tập A, B và C : 
a)Am(BUC); b)(A\XB)O(A\XŒ)O(B`v€). 

Có thể nói gì về các tập A và 8 nếu các đẳng thức tập hợp sau là đúng : 
a) At2B=4A;, b) An B=4; 

đj:A\#=<› d)A\B=B\A. 

Liệu có thể kết luận A = B được không nếu A, Ö và C là các tập thoả mãn 
a) AUC=BUC; b) AnŒC=Bn¬CŒ€ 

Với mỗi tập Á có một số hữu hạn phần tử, kí hiệu lAI là số phần tử của tập A. 


Sắp xếp các số sau đây theo thứ tự tăng dần : 
a) lAI, lAt ZØl, lAm¬5I ; booktBàr4XV#lh lAI + lBI, lA t2 ðl. 
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1.32. 
1.33. 
1.34. 
1:35. 


1.36. 


1.37. 


1.38. 


1.39. 


1.40. 


1.41. 


1.42. 


lỆ› 


Cho tập 4 = |x e R| 2< Ld < 3). Hãy biểu diễn 4 thành hợp của các khoảng. 

Biểu điễn tập A = xe R|lxl > 2} thành hợp các nửa khoảng. 

Chứng minh rằng x6 ni SỐ VÔ tỉ. 

Cho A = [xe RỈ: TT-7172) 4B= [xe RỈ lx~ 1< 1]. Hãy tìm 
AB và A/#¬8. 

Cho A = {x e R lx— 1< 3] và 8= {x e RỈ lz+ 2l > 5}. Hãy tầm A ^ B. 


§4. SỐ GẦN ĐÚNG VÀ SAI SỐ 


X..Š.. 
Trong hai số TZ'70 dùng để xấp xỉ 42. 


a) Chứng tỏ rằng s xấp xỉ 4/2 tốt hơn. 
z : _ : ^“ Z2 + 99 Đ „#- “3 -5 
b) Chứng minh răng sai số tuyệt đối của 70 so với 42 nhỏ hơn 7,3.10 


Các nhà toán học đã xấp xi số m bởi số = Hãy đánh giá sai số tuyệt 


đối biết 3,14159265 < œ < 3,14159266. 

Cho hình chữ nhật ABC?D. Gọi ÁL và C7 tương ứng là đường cao của các 
tam giác ADB và BCD. Cho biết DL = Lï = !B = I. Tính diện tích của 
hình chữ nhật ABC?D (chính xác đến hàng phần trăm). 

Trong một thí nghiệm hằng số C được xác định gần đúng là 2,43865 với độ 
chính xác là 3 = 0,00312. Dựa vào đ, hãy xác định các chữ số chắc của Œ. 


Cho Z=+——. (0 < x < I1). Giả sử ta lấy số a = 1 — * làm giá trị gần 


đúng của Z. Hãy tính sai số tương đối của a theo x. 


BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG I 


Xét các mệnh đề chứa biến sau : 

P€) : "x là một kĩ sư", @(z) : 'x là một người có tay nghề” và RŒœ) : “x là 
một người có thu nhập cao". Gọi X là tập hợp toàn thể loài người. 
Hãy diễn đạt bằng lời cábgoÿnbziê sour: 


1.43, 


1.44. 


1.45. 


1.46. 


1.47. 


1.48. 


1.49. 


a) Vx X,P@) =1]; 
b) Vxe X,Ó(x) > R() „ 
c) Vxe X,P(x) > K(x). 
Lập mệnh đề phủ định của mệnh đề 

"VneNÑ, nPồ +n +1 là số nguyên tố". 
Mệnh đề phủ định đó đúng hay sai 2 
Hãy phát biểu và chứng minh định lí đảo của định lí sau (nếu có) rồi sử 
dụng thuật ngữ điều kiện cần và đủ để phát biểu gộp cả hai định lí thuận 
và đảo : 
Nếu hai số dương bằng nhau thì trung bình cộng và trung bình nhân của 
chúng băng nhau. 
Chứng minh các định lí sau bằng phương pháp phản chứng : 
a) Trong một tứ giác lồi phải có ít nhất một góc không nhọn (lớn hơn 
hay bằng góc vuông) và có ít nhất một góc không tù (nhỏ hơn hay bằng 
góc vuông). 
b) Nếu x và y là hai số thực với x # —1 và y # —] thì x+ y + xy #'—I. 
Cho mệnh đề chứa biến PŒn ; n) : "n chia hết cho zn” với m là số nguyên 
dương, ø là các số tự nhiên. Xác định tính đúng - sai của các mệnh đề sau : 
j0), b)f(;4); 
c)VneÑ, Vm eN”, PữŒn;n); d) im e NÏ,VneÑ,P(n; n); 
e)dn ceÑ, Vm e NỈ, P(m; n). 
Cho A và ð là hai tập hợp hữu hạn. Kí hiệu lAI là số phần tử của tập hợp A. 
a) Chứng minh rằng nếu A ¬ B = Ø thì lA + BI = lAI + IBI. 
b) Chứng minh rằng t2 (AVB) = AUL)B và 8B (AVB) = Ø. 
c) Chứng minh rằng A = (AB) t2 (AYV). 
đ) Từ đó suy ra công thức sau 

lA t2 BÌ = lAI + IBI - lA ¬ Bì. 

Cho A = {x e RI lx — 1Ï > 3) và 8= {x e R [lz + 2l < 5}. Tìm A  B. 
Người (a gọi một số hữu tỉ r có dạng r = m là số hữu tỉ nhị phân. 
Biết rằng trong mỗi khoảng tuỳ ý đêu có ít nhất một số hữu tỉ nhị phân. 


Chứng minh rằng trong mỗi khoảng bất kì đều có ít nhất 100 số hữu tỉ nhị phân, 
booktoan.com : 
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1.50. 


Một cách tổng quát chứng minh rằng : Cho một số nguyên dương ÄM lớn 
tuỳ ý. Khi đó, trong mỗi khoảng tuỳ ý đều có ít nhất 3⁄ số hữu tỉ nhị phân. 


Giả sử x là một giá trị gần.đúng củax5. Xét số ø = chu) . Chứng minh rằng 


Ila—x5I1<Ix- 451, 


tức là nếu lấy z là giá trị gần đúng của v5 thì ta được độ chính xác cao 
hơn là lấy x. 


GIỚI THIỆU MỘT SỐ CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM KHÁCH QUAN 


1.51. 


1.52. 


1.53. 
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Trong các mệnh đề dưới đây mệnh đề nào đúng, mệnh đề nào sai ? 


a) VxeR,x>x7. [lđúng; L ]sai 
b)Vø 6Ñ, nÊ +1 không chia hếtcho3.  L]đúng; L]sai 
c)Vø œÑ, n + chia hết cho 4. Ll]đúng; L ]|sai 
d) re Q, r2 =3. Llj] đúng; L ]sai 


Trong các bài từ 1.52 đến bài 1.54 hãy chọn phương án trả lời đúng trong 
các phương án đã cho. 

Cho các câu sau : 

a) Hải Phòng là một thành phố ở Miền Nam. 

b) Sông Hồng chảy qua thủ đô Hà Nội. 

c) Hãy trả lời câu hỏi này † 

d)2+37=39; 

e) 5 +40 = 70 ; 

ø) Bạn có rỗi tối nay không ? 

h)>x+2=IL; 

Số câu là mệnh đề trong các câu trên là 

(A)1; (B) 2; (13; (D)4; (E) 5. 

Cho mệnh đẻ chứa biến P() : "x + 15< x”" với x là số thực. Mệnh đê 
đúng là mệnh đề : 


(A)P@); (B)P@) booktoakr2 8 nh _ (D) PG). 


1.54. 


1.55; 


1.56. 


1.57, 


1.58. 


1.59. 


1.60. 


Cho mệnh đề "Vx e R, x2 +x + I >0". Mệnh đề phủ định của mệnh để 
trên là : 

(A) VxelR,x?+x+1I<0; Ề 

(B) Vxel, x +x+1<0; 

(C) Không tồn tại x e R mà x7 +x+1>0; 

(D) 3xeR, x+x+1<0. 


Trong các mệnh đề sau đây mệnh đề nào không là định lí : 
(A)VneÑ, n:2 >n:2; (B)VneN,n°:3—=n:3; 
(CQVneNÑ,nˆ:6>n:6; (D)VneÑ, nh:9—n:9. 
Trong các mệnh đề sau đây mệnh đề nào là mệnh đề đúng. 
(A)Vxel,x>-2—>x2 >4; (B)Vxel,x>2=>x? >4; 
(C)VxeR,x?>4—>x>2; (D)VxelR, xỞ >4 => x>-2. 


Trong các bài từ 1.57 đến 1.63, hãy chọn phương án trả lời đúng trong 
các phương án đã cho. 


Trong các số dưới đây, giá trị gần đúng của A465 ~ V63 với sai số tuyệt 
đối bé nhất là : 


(A)0,12; (B) 0,13; (0,14; (D) 0,15. 
Cho tập A = {-I;0;1; 2). Khi đó ta cũng có : 


(A)A=[-1;3)n^N; (B)A=[-1;3)¬2; 
(ŒO2A=[CI;3)nN'"; (P)A=[-!;3)¬Q. 

Cho đoạn M = [—4 ; 7] và tập ý = (—œ ; ~2) ÒÓ (3 ; +œ). Khi đó Mí ¬ N là 
(A)I-4 ;-2)+2(3;7]; (D) I2) 0 Dị) 

(C (Cœ; 2] t2 (4 ; +) ; (D) (Tœ ; ~2) t2 [3 ; +). 


Cho hai tập hợp A={xelR |x+3<4+2x); 
B=lxe |5x-3<4x- 1]. 

Tất cả các số tự nhiên thuộc cả hai tập A và 8 là 

(A)0và 1; (B)1; 


(Œ@ 0; (D) Không có số nào. 
booktoan.ecom 
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1.61. Cho các nửa khoảng A = (~œ ; -2] ; 8 =[3 ; +œ) và khoảng € = (0 ; 4) 
Khi đó tập (A ©/ 8) 5 Œ là * 
(A){xelRl3<x<4); (B) [xe lRIx< —2 hoặc x >3} ; 
(ŒO xe RI3<x<4); (Ð) {x e1Rlx< —2 hoặc x > 3). 


1.62. Cho các khoảng A (—2 ; 2); 8= (—] ; +œ) và C = [—= P ni) Khi đó giao 


AaBnClà 

(A) |xeRI~1<x<2]; Œ [ccRI~2 <x < |: 
l | 

(€ [xeRI~1<x <2]: ®)[xeRI~1<x <3]. 


1.63. Cho số thực a < 0. Điều kiện cần và đủ để hai khoảng (—œ ; 92) và 


(2 ;+ >] có giao khác tập rỗng là 
(A) -Š<a<0; (B) -2<z<0; 


(C -Š <a<0; (Đ) -5 <z<0. 


€; ĐÁP SỐ ~ HƯỚNG DẪN - LỜI GIẢI 


1.1. Các câu e) và f) là mệnh đề đúng. Các câu c) và g) là mệnh để sai. 
Các câu còn lại không phải là mệnh đề. 


1.2. a) P : "Phương trình xÈ+x+l=0 vô nghiêm" P là mệnh đề đúng. 
b) Õ : "Năm 2000 không phải là năm nhuận” Ø là mệnh để sai. 
e) R : "Số 327 không chia hết cho 3" ® là mệnh đề sai. 
1.3. a) P "Tứ giác ABCD đã cho không nội tiếp được trong đường tròn". 
b) Q "Tam giác ABC đã cho không phải là tam giác cân” 
c) R : "Số 13 không thể biểu điễn thành tổng của hai số chính phương" 


d) H : "Số 2! — 1 không là số nguyên tố" 
booktoan.com 
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1.4. 


1.5. 


1.6. 


1.7. 


1.8. 


1.9. 


1.10. 


1.11. 


1.12. 


1.13. 


a) "Nếu tam giác ABC đã cho vuông tại A thì trung tuyến AÄ⁄ bằng nửa 
cạnh BC”. Mệnh đề này đúng. 


b) "Tam giác ABC đã cho vuông tại A nếu và chỉ nếu trung tuyến AM 
bằng nửa cạnh 8C” Mệnh đề này đúng. 

P: "120 chia hết cho 6" 

€@ : "120 chia hết cho 9” 

Mệnh đề ® sai vì P đúng Q sai. 

“Do 42 chia hết cho 5 nên nó chia hết cho 10" Mệnh đề này đúng vì P là 
mệnh đề sai (cho dù @ đúng hay sai). 

"Nếu 220% _ 1 là số nguyên tố thì 16 là số chính phương" Miệnh đề này - 
đúng vì Ó là mệnh đề đúng (cho dù P đúng hay sai), 

"Nếu Á = Ð, B = Z thì tam giác ABC đồng đạng với tam giác 2EF”" 
Mệnh đề này đúng. 

"7 là số nguyên tổ nếu và chỉ nếu 6! + I chia hết cho 7". 

"Điều kiện cần và đủ để 7 là số nguyên tố là 6! + 1 chia hết cho 7" 
Mệnh đề đúng vì cả hai mệnh đề P và @ cùng đúng. 

"6 là số nguyên tố nếu và chỉ nếu 5! + 1 chia hết cho 6”. 

"6 là số nguyên tố khi và chỉ khi Š† + 1 chia hết cho 6”. 


'Mệnh đề đúng vì cả hai mệnh đề P và Ó đều sai. 


a) "Có một bạn học ở lớp 10 ở trường em tự học ít nhất 4 giờ trong một ngày” 
b) "Mọi học sinh lớp 1Ô ở trường em tự học ít nhất 4 giờ trong một ngày". 
c) "Có một bạn lớp 10 ở trường em tự học ít hơn 4 giờ trong một ngày” 

đ) "Mọi học sinh lớp 10 ở trường em tự học ít hơn 4 giờ trong một ngày". 
a) "Vx e X,P(x)” trong đó X là tập hợp tất cả các học sinh ở trường em, 
P(w) là mệnh đề chứa biến : ”x học luật giao thông” 

b) 3xe X,P(+)" trong đó X là tập hợp tất cả các học sinh lớp 12 ở 
trường em, P(z) là mệnh đê chứa biến : "x có điện thoại di động” 


a) Mệnh đề đúng ; b) Mệnh đề đúng ; 
ce) Mệnh đề sai ; d) Mệnh đề sai ; 
e) Mệnh đề đúng ; gø) Mệnh đề sai. 
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1.14. 


1.15. 


1.16. 


1.17. 


1.18. 
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a)dxeÏlR, x< x? 

b) de Ñ, n? +1 chia hết cho 3. 

c) 3n 6 Ñ, n7 + 1l không chia hết cho 4” 

d) Vre (Q, r7 z3. 

a) Mệnh đẻ đúng vì với r = 3 thì 4”? - 1= 0. Mệnh đê phủ định là 


"vrcQ,4r2-1z0" 
b) Mệnh để sai. Ta chứng tỏ mệnh đề phủ định "Vn e Ñ, nh+] không 
chia hết cho 8" là đúng. Thật vậy, nếu ø là số chẵn thì ø” + 1 là số lẻ nên 
không chia hết cho 8. Nếu ø là số lẻ, ø = 2k + 1 (k e Ñ) thì 

nˆ+ 1 = 4k(k + 1) + 2 chia 8 dự 2 ( vì k(k + 1) là số chấn). 
c) Mệnh đẻ đúng. Mệnh đề phủ định "3x e R, xỞ +x+l<0" 
d) Mệnh để sai. Ta chứng tỏ mệnh đề phủ định "3n e Ñ”,1 + 2+ --: +” 
chia hết cho 11" là đúng. Thật vậy với n = I1 thì l +2 + --- + 1l =66 
cha hết cho 11. 
a) Vx e X,P(+). 


b) 3x e X,P(z+), nghĩa là “Có một bạn học sinh của trường em không 
thích môn Ngữ văn". 
a) "dxe X,P(w)" 


b) Mệnh đẻ phủ định : "Vx e X,P(+)" nghĩa là : "Mọi người trong khu 
phố (hay xã) em đều chưa đi máy bay" 
a) "Nếu ø là số tự nhiên sao cho nŸ chia hết cho 3 thì m cũng chia hết cho 3”. 
Ta chứng minh bằng phản chứng. Giả sử tồn tại n e Ñ để n7 chia hết cho 3 
nhưng n không chia hết cho 3. Nếu ø = 3# + 1 (k e Ñ) thì n7 = 3#(3k + 2) + I 
không chia hết cho 3. Nếu ø = 3k — 1 (k c Ñ) thì nˆ =3k(k — 2) + 1 không 
chia hết cho 3. 
b) "Nếu ø là số tự nhiên sao cho ø¡7 chia hết cho 6 thì ø cũng chia hết cho 6". 
Thật vậy nếu nˆ chia hết cho 6 thì øˆ là số chấn, do đó ø là số chấn, 
tức là n.chia hết cho 2. Vì ø” chia hết cho 6 nên nó chia hết cho 3. Theo 
câu a) điều này kéo theo n chia hết cho 3. Vì n chia hết cho 2 và 3 nên øò 
chia hết cho 6. booktoan.com 
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1.19. 


1.20. 


1.21. 


a) Phát biểu : " Với mọi số tự nhiên n, nếu n chấn thì 7n + 4 là số chắn. " 
Chứng minh. Nếu n chắn thì 7n chẵn. Suy ra 7n + 4 chẵn vì tổng hai số ` 
chấn là số chắn. 

b) Định lí đảo : "Vn e Ñ, O() = P(n)" tức là "Với mọi số tự nhiên ø, 
nếu 7ø + 4 là số chắn thì w chắn" 


Chứng minh. Nếu 7n + 4 = m chẵn thì 7n = m — 4 chẵn. Vậy 7n chắn nên 
z chắn. 


c) Phát biểu gộp hai định lí thuận và đảo như sau : "Với mọi số tự nhiên 
n, a chẵn khi và chỉ khi 7n + 4 chấn" hoặc "Với mọi số tự nhiên ø, z chắn 
nếu và chỉ nếu 7z + 4 chắn", 

a) Phát biểu như sau : "Điều kiện cần và đủ để số tự nhiên ø chia hết cho 
5 là nˆ chia hết cho 5" 


Chứng minh. Nếu n = 5k (k e Ñ) thì nˆ = 25k? chia hết cho 5. Ngược lại, 


giả sử n = 5k + r với r =0, 1,2, 3, 4. Khi đó øˆ = 25k + 10&r + r? chia 
hết cho 5 nên rˆ phải chia hết cho 5. Thử vào với r = 0, 1, 2, 3, 4, ta thấy 


chỉ có với r = 0 thì rˆ mới chia hết cho 5. Do đó ø = 5£ tức là ø chia hết 
cho 5. 


b) Phát biểu như sau : "Điều kiên cần và đủ để số tự nhiên øò chia hết cho 5 
là cả n7 — 1 và nˆ + 1 đều không chia hết cho 5“ 

Chứng minh. Nếu n chia hết cho 5 thì nˆ — 1 chia 5 đư 4 và nF + 1 chia 5 
dư 1. Đảo lại, giả sử ñˆ — 1 và nˆ + 1 đều không chia hết cho 5. Gọi r là số 
dư khi chia ø cho 5 ( = 0, 1, 2, 3, 4). Ta có ”= 5k+r(keNÑ) Vì 


n2 = 25k? + 10kr +r7 nên suy ra cả r” — I và r7 + 1 đều không chia hết 
cho 5. Với r = 1 thì r? — 1 = 0 chia hết cho 5. Với r = 2 thì rˆ + 1 = 5 chia 
hết cho 5. Với r = 3 thì r? + I = 10 chia hết cho 5. Với r = 4 thì r2 — 1 = 15 
chia hết cho 5. Vậy chỉ có thể r = Ö tức là „ = 5k hay ø chia hết cho 5. 


Chứng minh bằng phản chứng như sau : 

Giả sử trái lại tất cả các số 4,đ;,..,a„ đều nhỏ hơn a. Khi đó 
đị +-:-+ đa Kụ 

đi + bikihah và 2P < na SUY Tã 4q = —————— < úq. Mâu thuần. 


booktoan.cổm 
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1.22. 


1.23. 


1.24. 


1.25. 
1.26. 


1.27 
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a) Điều kiện đủ để hai tam giác đồng dạng là chúng bằng nhau. 

b) Để một hình thang là hình thang cân, điều kiện đủ là hai đường chéo 
của nó bằng nhau. 

c) Điều kiện đủ để đường trung tuyến xuất phát từ A của tam giác ABC 
vuông góc với BC là tam giác đó cân tại A. 

a) Để một số nguyên đương lẻ biểu diễn thành tổng của hai số chính 
phương điều kiện cần là số đó có dạng 4£ + l. 

b) Cho mm, n là hai số nguyên đương. Điều kiện cần để m” + n” là số 
chính phương là tích mm chia hết cho 12. 


2 + nˆ chia hết cho 


Định lí đảo : "Nếu ơ, n là hai số nguyên dương và m 
3 thì cả zn và n đều chia hết cho 3” 


Chứng mình. Nếu một số không chia hết cho 3 và số kia chia hết cho 3 thì 
rõ ràng tổng bình phương hai số đó không chia hết cho 3. Giả sử mm và nm 
đều không chia hết cho 3. Nếu m = 3k + I hoặc m = 3k + 2 ta đều có 


m chia 3 dư 1. Thành thử mˆ + n2 chia 3 dư 2. Vậy nếu m2 + n7 chia 
hết cho 3 thì chỉ có thể xảy ra khả năng cả mm và n đều chia hết cho 3. 


Vậy : Điều kiện cần và đủ để mm” + nˆ chia hết cho 3 (m, n e Ñ*) là cả m 
và nø đều chia hết cho 3. 
Tacó A=B;DcB=A,DcC;D=B‹C. 
a)At2B=(0;1;2;3;4;6;8),(AOB)O C=({0;1;2;3;4;6,8;9), 

BOỎOC€C=(0;1;2;3;4;6;9),AO (BJQC)=(0;1;2;3;4;6;§;9}. 
Ta có (A\(2B)t+ C=AÁU (BV)C). 
b)A¬B=(0;2;4),(AnB)n C= (0). 

83o€C={0:3),A ¬m (B ¬aC)= {0}. 
Ta có 

(A¬B) ¬€C=An (BC). 


Chú ý : Có thể chứng minh được rằng các đẳng thức trên luôn đúng với, 
A, B, C là ba tập hợp bất kì. si ni 


.A)A(BR¬C)={4;6]; 


bB)A(2(BCOC€C)=(0;1 › bbdkàn cóém/ :Š;79 .lÙI. 


c€)A^(B\UUC)=4A. 
DA t2/B=(0:1/2;/3:475:6/5;: 10), 

Vậy (A 28) ¬C=I4;5;6;8§; 10}. 
©)A/5B=({[0;2;4; 6). 

Vậy (A ¬B)  C=(0;2;4:5;6;7;8;9; 10}. 


1.28. a) b) 


1.29. 


& 
L<_ 


Phần gạch chéo là hình biểu diễn Phần gạch chéo là hình biểu diễn 
An(BUC) (4%) (4V) @W) 
Hình I1 Hình 1.2 


a) Nếu At2ð = A thì Ö là tập con của A vì theo định nghĩa ta luôn có 
BCAL)8. Dễ kiểm tra rằng điều ngược lại cũng đúng. Vậy A8 = A nếu 
và chỉ nếu Ø là tập con của 4A. 

b) Nếu A©ð = A thì A là tập con của Ø vì theo định nghĩa ta luôn có 
AB c8. 

c) Nếu A \ 8 = A thì hai tập A và B phải không giao nhau. Thật vậy, nếu tồn 
tại x eA và x e B thì do Á = A\XB nên x e A\. Suy ra x không thuộc B 
(mâu thuẫn). Ngược lại bằng cách vẽ biểu đồ Ven dễ thấy nếu An 8 = Ø 
thì A\/8 = A cũng đúng. Vậy A X8 = A nếu và chỉ nếu A¬8 =Ø. 

đ) Nếu AV 8 = B\vA thì A = 8. Thật vậy nếu A z# ð thì phải có một phần 
tử của tập này nhưng không thuộc tập kia, chẳng hạn x e A và x£ B suy 
rax e A\8 nên x e B\A do đó x e B và x £ A (mâu thuẫn). Dễ kiểm tra 
rằng điều ngược lại cũng đúng. Mậy 4 À#jl£ B$^A nếu và chỉ nếu A = B. 


„1 


1.30. 


1.31. 


1.32. 
1.33. 


1.34. 


1.35. 


1.36. 


lộc vế 
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a) Không. Chẳng hạn A = {1;2; 3; 4},B={1;21,C= 13;4; 5). Ta có 
A # Bnhưng 


4 2 =EƯựC =|1;2;:3;4;:51. 
b) Không. Chẳng hạn A = {1l :2;3; 4),B=13;4I|,C=13;4; 5). 
Ta có A # 8nhưng 

8/€=Br+C=l13;ả]. 

a)lA ¬ Bl, lAI, |A t2 BỊ; 
b) l4 \ BI, lA t2Bl, lAI + lBÌ. 
ä =2) kẠ =3? ằm), 
A=[2,+œ)U (—- œ;- 2]. 
vai 
b 


az, b là hai số nguyên dương và (a, b) = I. Suy ra 6bˆ=a” Vậy a7 chia 
hết cho 2 và chia hết cho 3. Suy ra z chia hết cho 2 và chia hết cho 5 tức 


là a chia hết cho 6. Đặt a = 6k ( e Ñ*). Thay vào ta được 6ð“ = 367 


Chứng minh bằng phản chứng. Giả sử 6 = ~- là một số hữu tỉ trong đó 


2 


hay b”=6k? Lí luận tương tự như trên ta suy ra ð chia hết cho 6. 
Vậy ¿ và b có ước chung là 6. Điều này mâu thuẫn với giả thiết ø, b 
không có ước chung lớn hơn ]. 
Ta có Á = {x e Rl 0< lx — 2l < 0,5}, suy ra A = (1,5 ; 2,5)M2). Dễ thấy 
Ð= (Ú; 2); 
Từ đó 

A©B=(0;2,52) vàA ¬ B=(1,5; 2). 
Ta có A =(_—2; 4) và B = (3, +œ) 2 (-œ; ~7). VậyA 5 B=(; 4). 
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: 90 990, : 
T —<— Ó — 
a) a có V2 < S5 < 12 do đó 70 xấp xỈ A2 tốt hơn 


b) Ta có 3 = 1,414285714...< 1,414286, 


42 ~1,4142135... > 1,414213. 


.„ 99 "¬ 
Do đó 0< 25 - s0 1,414286.anl 4142 F3 ~ 0,000073. 


1.38. 


1.39. 


1.40. 


1.41. 


1.42. 


1.43. 


1.44. 


1.45. 


Ta có (sử dụng máy tính bỏ túi) : 


na > 3,14159292...< 3,14159294. 


Do vậy 0 < = — 74 < 3,14159293 — 3,14159265 ~ 0,00000028. Vậy sai số 


tuyệt đối nhỏ hơn 2,8.10”7 

Ta có A!2 = BL.LD = 2, do đó AL =2. 
Lại có BD = 3, suy ra diện tích của hình 
chữ nhật là 32/2 = 3.1,41421356... 
>~4,24264... ~4,2A. 


Chữ số 3 (hàng phần trăm) là chữ số Ạ B 
chắc do 0,00312 < 0,005. Do đó € có 3 


"xé... Pu Hình 1.3 
chữ số chắc (ở hàng đơn vị, hàng phần š 
chục và hàng phần trăm). 
| : ¬" ¬ À= x 
Àz= sẽ TT: Sái số tương đối là ỗ, “" = 
a) Nếu một người là kĩ sư thì người đó có tay nghề. 


b) Nếu một người không có tay nghề thì người đó không có thu nhập cao. 
c) Nếu một người là kĩ sư thì người ấy có thu nhập cao. 


Mệnh đề phủ định là "3a e Ñ, n” + n + 1 không là số nguyên tố" Mệnh 


để phủ định đúng. Ví dự với n = 4 thì n” + n + I = 21 chia hết cho 3 nên 
là hợp số. 

Định lí đảo : "Nếu hai số dương 2, b có trung bình cộng và trung bình 
nhân bằng nhau thì chúng bằng nhau.' 


+” = vap Khi đó 


Chứng mình. Giả sử a, b là hai số đương sao cho 


a+b—2ab =0  QJa - Jb)°=0 => a=b. 

Vậy điều kiện cần và đủ để hai số dương bằng nhau là trung bình cộng và 
trung bình nhân của chứng bằng nhau. 

a) Giả sử cả bốn góc đều nhọn. Khi đó tổng của bốn góc của tứ giác sẽ 
nhỏ hơn 360” (màu thuần). Tương tự giả sử cả bốn góc đều tù. Khi đó 


tổng của bốn góc của tứ giác sẻ lớn hơn 360” (mâu thuẫn). 
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1.46. 


1.47. 


1.48. 


1.49. 


1.50. 
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b) Giả sử x + y + xy = —I. Suy ra x + y + xy+ 1=(x+ 1) + 1) = 0. 
Vậy phải có hoặc x = —1 hoặc y = —1 (mâu thuẫn). 
a) Mệnh đề sai. 
b) Mệnh đề đúng. 
c) Mệnh đề sai. 
d) Mệnh đề đúng (vì với m = 1 thì ø chia hết cho m với mọi ?n). 
e) Mệnh đề đúng (vì với w = 0 thì z chia hết cho 7 với mọi 7?). 
a) Hiển nhiên. ` 
b) Dễ thấy bằng cách vẽ sơ đồ Ven. 
c) Dễ thấy bằng cách vẽ sơ đồ Ven. 
đ) Ta có lA t2BỊ = lBI + lA \ BI, (do câu a) và b)). (U) 
Lại có A = (AB) 2(A 5 Ö) ( đo c) ) thành thử 
[AI = l4 \ BI + lA BI. 
Vậy 
lA \ BI = lAI — lA n ðïỉ. (2) 
Thay (2) vào (1) ta được 
lAt2Bl = lAI + [Bl - lA ¬ Bì. 
Ta có Á = (4; +) (—®© ;—2); B=(-—7; 3). 
Vậy A ¬ B=(—7;—2). 
Giả sử (z ; b) là một khoảng bất kì. Ta chia (2 ; 5) làm 100 khoảng con 
rời nhau. Theo nhận xét trên trong mỗi khoảng con đó đều có chứa một 
số hữu tỉ nhị phân. Các số hữu tỉ nhị phân này khác nhau do các khoảng 
con không giao nhau. Vậy (2 ; b) chứa ít nhất 100 số hữu tÍ nhị phân. 


Mở rộng : Ta chia khoảng (ø ; b) làm Ä⁄ khoảng con rời nhau. Theo nhận 
xết trên trong mỗi khoảng con đó đều có chứa một số hữu tỉ nhị phân. 
Các số hữu tỉ nhị phân này khác nhau do các khoảng con không giao 
nhau. Vậy (ø ; b) chứa ít nhất M số hữu tỉ nhị phân. 

Đặt wu = x5 vày=a-J5 Ta có 


JŠ 2x+5—4\j5~245 _ (2-45Xx¬A5) _(2—5à 
V=a—- = ————————— = ——“— —_—" —— 


Z*fooktoancom X†2 x+2 


1.51. 


1.52. 
1.53. 
1.54. 
1.5. 


1.56. 


1.57. 


1.58. 
1.59, 
1.69. 
1.61. 
1.62. 
1.63. 


Vậy 

|a - ⁄5|= lại = Lư | < . 

Câu a) là mệnh đề sai. 4 

Câu b) là mệnh đẻ đúng. Thật vậy nếu n = 3É thì n + 1 = 9k” + ] 

chia 3 dư 1. Nếu ø = 3# + 1 thì nˆ + I = 9#? + 6k + 2 chia 3 dư 2. 

Nếu n =3 + 2 thì n” +1 =9#? + 12 + 5 chia 3 dư 2. 

Câu c) là mệnh đề sai. Thật vậy nếu n = 2# thì ø“ + 1 =4k2 + 1 chia 4 

dư 1. Nếu n = 2È + 1 thì nÊ +1 =4#? + 4k + 2 chia 4 dư 2. 

Câu d) là mệnh đề sai do ^/3 là số vô tỉ. 

Phương án (D). (Các câu a), b), đ), e) là các mệnh đề). 

Phương án (D). 

Phương án (D). 

Các mệnh đề (A), (B) và (C) là mệnh đề đúng Mệnh đẻ (D) là sai vì với 
= 3 thì 37 = 9 chia hết cho 9 nhưng 3 không chia hết cho 9. Do đó 

mệnh đề (D) không phải là định lí. Vậy ta chọn phương án (D). 

(A) là mệnh đề sai. Thật vậy với x = 0 thì 0 > —2 nhưng 0 < 4. 

(B) là mệnh đề đúng. 


I1 < há =|x = v3|. 


(C) là mệnh đề sai. Thật vậy với x = —3 thì (-3)” = 9 > 4 nhưng —3 < 2. 


(D) là mệnh đề sai vì chẳng hạn, khi x = -3 thì (3)ˆ > 4 nhưng 
—3 < -2. 

Do đó ta chọn phương án (B). 

Sử dụng máy tính cho ta v65 - x63 ~0,125003815... 

Do đó ta chọn phương án (Bì). 

Phương án (Bì). 

Phương án (À). 

Phương án (À). 
Phương án (C). 

Phương án (D). 


Phương án (Ä). 
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HÀM SỐ 


Ẳ 


A. NHỮNG KIẾN THỨC CẨẦN NHỚ 


Hàm số 
Trong bảng sau đây, y = ƒ(x) là một hàm số với tập xác định 9, K là 
một khoảng (nửa khoảng hay đoạn) nằm trong 9. 


Tính chát của hàm số Thể hiện qua đồ thị 
Yạ = ƒGq) (với xọ thuộc 9). Điểm (xo ; yọ) thuộc đồ thị của hàm số. 
y 


Hàm số ƒ đồng biến trên K : 


Yăt. X2 € K: 1 <12 =>/0@n) <ƒ@;). 


Trên K, đồ thị của hàm số ƒ đi lên 
(theo chiều tăng của đối số). 


Hàm số ƒ nghịch biến trên K : 


VI, Xạ 6: xị <x¿ > xi) > fGŒ). 


Trén K, đồ thị của hàm số ƒ đi xuống 
(theo chiều tăng của đối số). 
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Hàm số ƒ không đổi trên K : 
y =m (m là hằng số). 


y =ƒf(z) là hàm số chắn : 
Vxe 9: —x e 9 và (—x) = ƒ). 


y= +) là hàm số lẻ : 
Vxe 9: -x e Ở và Ñ—x) = -ƒ#@. 


Đồ thị của hàm số ƒ nằm trên đường 
thẳng song song (hoặc trùng) với Óx. 


Đồ thị của hàm số ƒ có trục đối xứng 
là trục tung Óy. 


Đồ thị của hàm số ƒ có tâm đối xứng | 
là gốc toạ độ Ó. 
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Hàm số bậc nhất 


e Hàm số cho bởi biểu thức y = ax + b (a # 0). Tạp xác định : R 


e Bảng biến thiên : 


e Đô thị của hàm số y = ax + b (a # 0) là đường thẳng có hệ số góc bằng 


IS 


a, cắt Óx tại = 0) và cắt Óy tại (0 ; Ð). 
e Nếu (đ)) và (đ;) là hai đường thẳng phân biệt có hệ số góc là z¡ và 4; thì ; 
()/(đ;) © ai =4;; 
(đị) cắt (đạ) © ai # 4; ; 
đi L đạ © .d = —Ì. 
Hàm số bậc hai 


e Hàm số cho bởi biểu thức y = đx” + bx + c (a #0). Tập xác định : IR 


e Bảng biến thiên : 


y=ax2+bx+c 
(a<0) 


e Đồ thị của hàm số y = đx” + bx + c (a # 0) là parabol có đỉnh là điểm 


b A : .ˆa 3 "1. T 
[¬s im j , có trục đối xứng là đường thăng x = 2." hướng bề lõm 


lên trên khi z > 0 và xuống đ8V@;khcérä 0: 4 
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) Phép tịnh tiến đồ thị 


Cho hàm số y = ƒ(z) có đồ thị (G) ; p và 4 là hai số không âm. 


® Khi tịnh tiến (G) lên trên ø đơn vị, ta được đồ thị của hàm số y = ffx) + 4. 


se Khi tịnh tiến (G) xuống dưới 4 đơn vị, ta được đồ thị của hàm số y = 2#) - 4. 


e Khi tịnh tiến (G) sang trái p đơn vị, ta được đồ thị của hàm số y = ffx + p). 
e Khi tịnh tiến (G) sang phải p đơn vị, ta được đồ thị của hàm số y = ffz — p). 


B. ĐỀ BÀI 


§1. ĐẠI CƯƠNG VỀ HÀM SỐ 


Khái niệm hàm số 


2.1. 


2.2. 


Đường tròn tâm Ó bán kính r không 
phải là đồ thị của một hàm số. Nhưng 
nửa đường tròn gồm các điểm có tung 
độ không âm của đường tròn tâm Ó 
bán kính r (h. 2.1) là đô thị của một 
hàm số. Hãy viết biểu thức xác định 
hàm số đó và cho biết tập xác định của 
nó, biết rằng đường tròn tâm Ó bán 
kính z là tập hợp các điểm có toạ độ 
(x ; y) thoả mãn hệ thức x7+ ý" =1 


Tìm tập xác định của các hàm số sau : 


—2 O 2 x 


Hình 2.1 
Nửa đường tròn bán kính r = 2 


x-] 
a = ' 
)y E TEE 
/2x+l - 
by“ 
2x T-x_—Ì 
) 3x+4 
€) y—=——- . 
(x—2)x+ 4 booktoan.com 
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2.3. 


2.4. 


Sự biến thiên của hàm số 
2.5. 


2.6. 


sY D 
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Cho hàm số 


nếu x >0, 
WŒÏc x+] 
3ƒ 
—— nếu —l < x <0, 


a) Tìm tập xác định của hàm số y = ƒ(). 

b) Tính ƒ(0), 2), -3). #—1). 

Cho hàm số ƒ(x) = x?+ Jz= . 

a) Tìm tập xác định của hàm số. 

b) Dùng bảng số hoặc máy tính bỏ túi, tính giá trị gần đúng của ƒ(4), 
là (J2 ), ƒ(rv) chính xác đến hàng phần trăm. | 


Hãy lập bảng biến thiên của hàm số có 
đồ thị là nửa đường tròn cho trên hình 
BÀI S 


Đồ thị của một hàm số xác định trên 
được cho trên hình 2.2. Dựa vào đồ thị, 
hãy lập bảng biến thiên của hàm số đó. 
Hãy cho biết giá trị lớn nhất hay nhỏ 
nhất của hàm số (nếu có). 


J U13) ƒŒI) 
=... 


Bằng cách xét tỉ số 
2 —*I 


hãy 
nêu sự biến thiên của các hàm số sau 
(không yêu cầu lập bảng biến thiên của 
nó) trên các khoảng đã cho : Hình 2.2 


Aa) y= x? + 4x + I trên mỗi khoảng (—œ ; —2) và (—2 ; +œ) ; 
b) y= -x +2x+5 trên mỗi khoảng (—s ; 1) và (1; +œ) ; 


C) y= — ï trên mỗi khoảng (—œ ; —1) và (—1 ; +œ) ; 


2x 


+3 ` 
đ) y= Hnã ¬ 
)} —=. bê SE On Ea (0ên xà ki hảo, 


Hàm số chẵn và hàm số lẻ 


2.8. 


2.9. 


2.10. 


Có hay không một hàm số xác định trên R vừa là hàm số chắn vừa là hàm 
SỐ lẻ ? 

Cho hai hàm số y = ƒ(z) và y = g(x) xác định trên IR. Đặt Š(+x) = +) + gŒœ) 
và P(x) =ƒ(4)g(+). Chứng minh rằng : 

a) Nếu y = ƒ{z) và y = g(+) là những hàm số chẵn thì y = S§(x) và y = PŒœ) 
cũng là những hàm số chắn. 

b) Nếu y = ƒ(z) và y = ø(z) là những hàm số lẻ thì y = Š(x) là hàm số lẻ và 
y= P(z) là hàm số chắn. 


c) Nếu y = ƒftz) là hàm số chấn, y = ø(x) là hàm số số lẻ thì y = PŒ) là 
hàm số lẻ. 


Xét tính chắn lẻ của các hàm số sau : 
a)y=3x'+3x7—2; b) y= 2x” — 5x; 
c)y=xb|; đ)y= VXl+x + vl-x; 


e)y= Vl+x -vl—x. 


Tịnh tiến đồ thị song song với trục toạ độ 


2.11. 


2.12. 


Trong mặt phẳng toa độ, cho các điểm A(-1 ; 3), (2 ; -5), C(z ; b). Hãy 
tính toa độ các điểm có được khi tịnh tiến các điểm đã cho : 


a) Lên trên 5 đơn vị ; b) Xuống dưới 3 đơn vị ; 

c) Sang phải l đơn vỊ ; đ) Sang trái 4 đơn vị. 

Hàm số y = 4x - 3 có đồ thị là đường thẳng (2). 

a) Gọi (đ¡) là đường thẳng có được khi tịnh tiến (2) lên trên 4 đơn vị. Hỏi 
(đi) là đồ thị của hàm số nào ? 

b) Gọi (2;) là đường thẳng có được khi tịnh tiến (2) sang trái 1 đơn vị. 
Hỏi (đ;) là đồ thị của hàm số nào ? 


c) Em có nhận xét gì về hai kết quả trên ? 
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2.13. 


2.14. 


2.15, 


2.16. 


;ÀI VỆ 


2.18. 


k2 


¿ -2 l 
Giả sử hàm số y = = có đồ thị là (H). 
a) Nếu tịnh tiến (7) xuống dưới 3 đơn vị thì ta được đồ thị của hàm số nào ? 
b) Nếu tịnh tiến (#7) sang phải 2 đơn vị thì ta được đồ thị của hàm số nào ? 


c) Nếu tịnh tiến (#) lên trên 1 đơn vị rồi sang trái 4 đơn vị thì ta được đồ 
thị của hàm số nào ? 


§2. HÀM SỐ BẬC NHẤT 
Vẽ đồ thị của mỗi hàm số sau : 


a)y=2x-3; b)y=— 2x +1; S)y= Xy+2, 
Trong mỗi trường hợp sau, tìm các giá trị của k sao cho đồ thị của hàm số 
y„y=-2vr+k€z + ]) 

a) Đi qua gốc toạ độ Ó ; 

b) Đi qua điểm M(-2 ; 3) ; 

c) Song song với đường thẳng y =2 x. 

Tìm các cặp đường thẳng song song trong các đường thắng cho sau đây : 


a)3y—6x+1=0; b)y=-0,5x-4; 
c)y=3+ 2; d)2y+x=6; 

e) 2x_-y=l ; f) y=0,5x + 1. 

Vẽ đồ thị của mỗi hàm số sau và lập bảng biến thiên của nó : 
a)y=|3x + 5|; 

b)y=-~2|x-L[; ï 


©)y=~2|2x+3l+ế. 


Trong mỗi trường hợp sau, xác định a và b sao cho đường thẳng y = ax + b 


a) Cát đường thắng y = 2x + 5 tại điểm có hoành độ bằng ~2 và cắt đường 
thẳng y = ~3x + 4 tại điểm có tung độ bằng ~2; 


2.19, 


2.20. 


2.21. 


2.52. 


2.23. 


b) Song song với đường thẳng y = 2z và đi qua giao điểm của hai đường 
thẳng y=—2x + Ì vày=3x+ 5, 


a) Cho điểm ÁŒsg ; yọ). Hãy xác định toạ độ của điểm B, biết rằng 8 đối 
xứng với Á qua trục hoành. 

b) Chứng minh rằng hai đường thẳng y = x - 2 và y = 2 - x đối xứng với 
nhau qua trục hoành. 

c) Tìm biểu thức xác định hàm số y = ƒ#(+), biết rằng đồ thị của nó là 
đường thẳng đối xứng với đường thẳng y = -2x + 3 qua trục hoành. 

a) Cho điểm A(xạ ; yọ). Hãy xác định toạ độ của điểm B, biết rằng 8 đối 
xứng với Á qua trục tung. 

b) Chứng minh rằng hai đường thẳng y = 3x + 1 và y = -3x + I đối xứng 
với nhau qua trục tung. 

c) Tìm biểu thức xác định hàm số y = ƒ{x), biết rằng đồ thị của nó là 
đường thẳng đối xứng với đường thẳng y = 0,5x — 2 qua trục tung. 

Một tia sáng chiếu xiên một góc 45” đến điểm Ó y 

trên bề mặt của một chất lỏng thì bị khúc xạ như 
hình 2.3. Ta lập hệ toạ độ Oxy như đã thể hiện 
trền hình vẽ. 

a) Hãy tìm hàm số y = ƒf{+) có đồ thị trùng với 
đường đi của tia sáng nói trên. 

b) Lập bảng biến thiên của hàm số y = f(+x). 


a) Tìm điểm A sao cho đường thẳng y = 2x + l — m 
luôn đi qua Á, đù m lấy bất cứ giá trị nào. 


Hình 2.3 


b) Tìm điểm Ö sao cho đường thẳng y = „x ~ 3 — x luôn đi qua B, dù m 
lấy bất cứ giá trị nào. 

Trong mỗi trường hợp sau, tìm các giá trị của sao cho 

a) Ba đường thẳng y = 2x, y= ~3 — x và y = mx + 5_ phân biệt và đồng quy. 
b) Ba đường thẳng y = —5(z + l), y= m+x + 3 và y = 3x + m phân biệt và 


đồng quy. 
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2.24. 


2.25: 


2.26. 


2027 2 


2.28. 


2.29, 


34 


§3. HÀM SỐ BẬC HAI 


¬- 
Cho hàm số y = sx 


a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (P) của hàm số đã cho. 
b) Nếu tịnh tiến (P) lên trên 2 đơn vị thì ta được đồ thị của hàm số nào ? 
c) Nếu tịnh tiến (P) xuống dưới 3 đơn vị thì ta được đồ thị của hàm số nào ? 


3 2 


Cho hàm số y= —5* 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (P) của hàm số đã cho. 

b) Nếu tịnh tiến (P) sang phải 1,5 đơn vị thì ta được đồ thị của hàm số nào 2 
c) Nếu tịnh tiến (P) sang trái 2 đơn vị thì ta được đồ thị của hàm số nào ? 


Cho hàm số y = 2x” có đô thị là parabol ." Phải tịnh tiến (P) như thế 
nào để được đồ thị của hàm số 

a) y= 2x +7; b)y=2zŸ =.. 

c)y=2(x + 3)” ; d)y=2- 4)”; 

e)y= 2(xT— 2)” + 5; Ðy=2x—-6x +1? 


Không vẽ đồ thị, tìm toạ độ đỉnh, phương trình trục đối xứng của mỗi 
parabol sau đây. Tìm giá trị nhỏ nhất bay lớn nhất của mỗi hàm số 
tương ứng. 


a) y= 2(x+ 3)” — 5; 

b)y=-(2x~— +4; 

€)y=— 42xˆ+4x 

Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của các hàm số sau : 
a)y=x +x+1; b)y=—2x?+x—2; 


c)y=-x +2x-—l; đ)y= x2 cx +2, 


Cho hàm số y = =#dsÄw c3, 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số đã cho. 

b) Dựa vào đồ thị, hãy nêu các khoảng trên đó hàm số chỉ nhận giá trị đương. 
c) Dựa vào đồ thị, hãy nêbœákfdaøánpnên đó hàm số chỉ nhận giá trị âm. 
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2.30. 


2.31. 


2.32. 


2.33. 


2.34. 


2.55, 


Cũng yêu cầu như bài 2.29 đối với các hàm SỐ Sau : 


2 3 
a)v= = — - 
)y * x+ R 


b) y=~212 + 3x — 5; 


c)y=0,5x” - 3x. 


Vẽ đồ thị của mỗi hầm số sau rồi lập bảng biến thiên của nó : 


Aa) y= 


bự +2x =4 | B)syeilk0i5x) iu z3: 5ƒ 


Vẽ đồ thị của mỗi hầm số sau rồi lập bảng biến thiên của nó : 
HH2 5ã li | nếu x> 0 


a) ƒx) = 


x*+4x+] nếux<0; 


b) #@) d — 2 kẽ x<l 

sÝ = 2Ý >3 TÊN X1], 
Vẽ đồ thị của hàm số y = -X” + 5x +6. Hãy sử dụng đồ thị để biện luận 
theo tham số m số điểm chung của parabol y = —X + 5x +6 VÀ đường 
thẳng y = ơ. 
Một parabol có đỉnh là điểm /(—2 ; ~2) và đi qua gốc toa độ. 
a) Hãy cho biết phương trình trục đối xứng của parabol, biết rằng nó song 
Song với trục tung. 
b) Tìm điểm đối xứng với gốc toạ độ qua trục đối xứng trong câu a). 
c) Tìm hàm số có đồ thị là parabol đã cho. 
a) Kí hiệu (P) là parabol y = ax) + bx + c (a # 0). Chứng minh rằng nếu 
một đường thẳng song song với trục hoành, cắt (P) tại hai điểm phân biệt 
Á và B thì trung điểm € của đoạn thắng AÖ thuộc trục đối xứng của 
parabol (P). 
b) Một đường thẳng song song với trục hoành cắt đồ thị (P) của một hàm 
số bậc hai tại hai điểm M(—3 ; 3) và N(I1 ; 3). Hãy cho biết phương trình 


trục đối xứng của parabol (P). 
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2.36. 


T37, 


2.38. 


239: 


2.40. 
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Hàm số bậc hai ƒ(x) = ax" + bx + c cô giá trị nhỏ nhất bằng ` khi x = 2 


và nhận giá trị bằng 1 khi x = l. 


a) Xác định các hệ số z, b và c. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (P) 
của hàm số nhận được. 


b) Xét đường thẳng y = mx, kí hiệu bởi (đ). Khi (đ) cất (P) tại hai điểm A 
và B phân biệt, hãy xác định toạ độ trung điểm của đoạn thẳng AB. 


BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG II 


Chứng minh rằng y = 0 là hàm số duy nhất xác định trên R và có đồ thị 
nhận trục hoành làm trục đối xứng. 

Hướng dẫn. Tù định nghĩa hàm số ta có nhận xét rằng mỗi đường thẳng 
song song với trục tung thì cắt đồ thị của hàm số tại không quá một điểm. 
Giá sử y = (x) là hàm số xác định trên tập đối xứng S (nghĩa là nếu x e Š 
thì -x e $). Chứng minh rằng : 


a) Hàm số F(x) = š [(x) + /#—x)] là hàm số chắn xác định trên S, 


b) Hàm số GŒ(z) = š +) - #-+)] là hàm số lẻ xác định trên S. 


Gọi A và B là hai điểm thuộc đồ thị của hàm số ƒ(x) = (ứm — 1)x + 2 và có 
hoành độ lần lượt là —1 và 3. 

a) Xác định toạ độ của hai điểm A và B. 

b) Với điều kiện nào của m thì điểm A nằm ở phía trên trục hoành ? 

€) Với điều kiện nào của z thì điểm B nằm ở phía trên trục hoành ? 

đ) Với điều kiện nào của mm thì hai điểm A và B cùng nằm ở phía trên trục 
hoành ? Từ đó hãy trả lời câu hỏi : Với điều kiện nào của mm thì fx) > Ô 
với mọi x thuộc đoạn [—l ; 3] 2? 

Cho hàm số y = -3x7 có đồ thị là parabol (P). 

a) Nếu tịnh tiến (P) sang phải 1 đơn vị rồi tịnh tiến parabol vừa nhận 
được xuống dưới 3 đơn vị thì ta được đồ thị của hàm số nào 2 

b) Nếu tịnh tiến (P) sang trái 2 đơn vị rồi tịnh tiến parabol vừa nhận được 
lên trên 2 đơn vị thì ta được độ thị gủa hàm số nào ? 


2.41. Tìm hàm số bậc hai có đồ thị là parabol (P), biết rằng đường thẳng 
y=-2,5 có một điểm chung duy nhất với (P) và đường thẳng y = 2 cắt 
(P) tại hai điểm có hoành độ là —1 và 5. Vẽ parabol (P) cùng các đường 
thẳng y = -2,5 và y = 2 trên cùng một mặt phẳng toạ độ. 


GIỚI THIỆU MỘT SỐ CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM KHÁCH QUAN 


Trong các bài từ 2.42 đến 2.49, hãy chọn phương án trả lời đúng trong 
các phương án đã cho. 


2.42. Tìm điểm thuộc đồ thị của hàm số y = s4 — 2 trong các điểm có toạ độ là 


(A) (15; -?); (B) (66 ; 20) ; 
(C)(42—1;v3); (D) 3; 1). 
2.43. Hàm số có đồ thị trùng với đường thẳng y = x + 1 là hàm số 
2 
2 (x+]) 
(A)y=(dx+ 1]; ()y=———; 
(ŒQy=x(x #i)=z+l¿ by“ 


2.44. Đường thẳng song song với đường thẳng y = 42 x là 


l 
A)y=1-92x; (B)y=-=x-3; 
(A)» HN) 
6u 
CŒ@Qy+ 42x =2; (D)y- -=x=5. 
(CO) y TN 
2.45. Muốn có parabol y = 2(x + 3), ta tịnh tiến parabol y = Đc” 
(A) Sang trái 3 đơn VỊ ; (B) Sang phải 3 đơn vị ; 
(C) Lên trên 3 đơn vị ; (D) Xuống dưới 3 đơn vị. 


2.46. Muốn có parabol y = 2(x + 3)” — 1, ta tịnh tiến parabol y= 2x” 
(A) Sang trái 3 đơn vị rồi sang phải 1 đơn vị ; 
(B) Sang phải 3 đơn vị rồi xuống dưới 1 đơn vị ; 
(C) Lên trên 1 đơn vị rồi sang phải 3 đơn vị ; 


(D) Xuống dưới 1 đơn vị rồi sang trái cjmn VỊ. 
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2.47. Trục đối xứng của parabol y = ~2x” + 5x + 3 là đường thẳng 


(B)x=-— 


da [Ít 


; (D)x=~ 


2.48. Hàm số y= 2x” + 4x— I 
(A) Đồng biến trên khoảng (—» ; —2) và nghịch biến trên khoảng (—2 ; + ®) ; 
(B) Nghịch biến trên khoảng (—œ ; -2) và đồng biến trên khoảng (—2 ; + ®©) ; 
(C) Đồng biến trên khoảng (—œ ; —1) và nghịch biến trên khoảng (—I ; + œ) ; 
(D) Nghịch biến trên khoảng (—œ ; —1) và đồng biến trên khoảng (~1 ; + %). 
2.49, Hàm số y = —xˆ — 3x + 5 có 


(B) Giá trị lớn nhất khi x =— 3 


(A) Giá trị lớn nhất khi x = 5 


(C) Giá trị nhỏ nhất khi x = 


SN 


(D) Giá trị nhỏ nhất khi x = = 


Trong môi bài từ bài 2.50 đến bài 2.52, hãy ghép mỗi thành phần của cột 
trái với một thành phân thích hợp ở cột phải để được khẳng định đúng. 


2.50. 


a) Điểm (2 ; 2) là đính của parabol .1)y=2x⁄+ 2x + 1. 


b) Điểm [-š ;] diih;6fA:páigbdi. |2 J2 Ý kh 
3)y=-0,25x?+x+ l. 


2.51. Xét parabol (P) : y = ax” + bx+c 


a) Chắc chắn (P) có đỉnh nằm ở phía dưới 
trục hoành 


1) nếu ø<0vàc <0 


2) nếu ø > Ö và c<0 
b) Chắc chắn (P) có đỉnh nằm ở phía trên 


3)nếu ø<0vàc>0 
trục hoành ) 


L—____—_ —_ — Đooktoan.com 4) nếu ø >0 vàc>0 
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2.52. Xét parabol (P) : = ax +bx+c với <0, A= bˆ” ~ Áac. 


a) Chắc chắn (P) cắt trục hoành tại hai 
điểm có hoành độ dương 


l) nếu A>0,b<0vàc<0 


¬ : 2) nếu A>0,b>0vàc>0 
b) Chác chắn (?) cắt trục hoành tại hai 
điểm có hoành độ âm 3) nếu A>0,b<0vàc >0 


4) nếu A>0,b>0vàce<0 


C. ĐÁP SỐ _~ HƯỚNG DẪN - LỜI GIẢI 


2.1. 


2.2» 


aà 


2.4. 


xi» 


y=\r? ~ x”, xác định trên đoạn [—z; r]. 
Chú ý. Hàm số y =-Ajr? — x” có đô thị là nửa đường tròn gồm các điểm 
thuộc đường tròn đang xét và có tung độ không dương (cũng có tập xác 


định là [—r ; r]). 
a) RV{-I; I1]. 


b) =;+)NH: 


c)(4; +e)\ [2]. 


a) [—l ; +). 
b)ƒ#(O) =-—1; #@2)= : :ƒŒ1)=0; £—3) không xác định. 


a)[I; +). 
b)/(4) = 16 + 3 ~ 17,73; (2) x2,64 ; )x 11,34. 
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3 —0œO mì 0 2 +œ 


+ 


œ 2,4 +œ 
: hà 1,6 cớ DA cú . 


Hàm số có giá trị nhỏ nhất bằng -4,4 khi x = 2, nhưng không có giá trị 
lớn nhất. 


a) ƒ@Œ;)- ƒŒI) 


12 — *| 


=xXạ+x¡+Á4. 


Trên khoảng (—œ ; ~2), ta có x; + xị + 4 << 0 nên hàm số nghịch biến. 


Trên khoảng (—2 ; +œ), ta có x; + xị¡ + 4 > 0 nên hàm số đồng biến. 


b) ƒ@) - /ŒU _ 


—X›—xXịạ+2. 
X; — ø) 1 


Trên khoảng (—œ ; 1), ta có -x¿ — x¡ + 2 > 0 nên hàm số đồng biến. 


Trên khoảng (1 ; +©), ta có —x¿ — xị + 2 < 0 nên hàm số nghịch biến. 


c) Với hai số phân biệt xị và x; thuộc tập xác định của hàm số, ta có : 


- _=. a6 la. in. 
đ0-05/006 0907717 510077PTI0/73E51Y2TEDSIY 
7115) TL) _ ] 


ÑŸ;:hni ˆ Œœxị + DŒ¿ + 
Do đó : 


l 


— Nếu xị < —] và x¿ < —1 thì + l)@+%¿ + l) >0 và —————— 
X2 ì Ơi )(x¿ + l) >Ô và =eIG1P Ù, 


suy ra hàm số đồng biến trên khoảng (—œ ; —1). 


| 


— Nếu xị > —l Và x› > —] thì + | ầ —————— 
I VÀ X2 hì )(x¿ + l1) >0 và i72 ng 


0, 


suy ra hàm số cũng đồng biến trên khoảng (—1 ; +œ). 
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2.8. 


2.9. 


2.10. 


đj C6 .........ˆ-‹=4f9:đ8ỗ'sìiv-38./Hàe (8:đã.ch6 


đồng biến trên mỗi khoảng (—œ ; 2) và (2 ; +œ). 

Dễ thấy hàm số y = 0 là hàm số xác định trên IR, vừa là hàm số chắn, vừa 
là hàm số lẻ. Giả sử hàm số y = f{x) là một hàm số bất kì có tính chất như 
thế. Khi đó với mọi x thuộc ïR, ta có : 


#-x) =fz) (vì ƒlà hàm số chăn) : 
f{-*) = ~ƒ@œ) (vì ƒ là hàm số lé), 
Từ đó suy ra với mọi x thuộc R, xảy ra +) = —ƒ+), nghĩa là f{z) = 0. Vậy y = 0 
là hàm số duy nhất xác định trên IR, vừa là bàm số chắn, vừa là hàm số lẻ. 
a) Dễ dàng suy ra từ giả thiết và định nghĩa hàm số chắn. 
b) Với x tuy ý thuộc ï, ta có : ƒ(—x) = -ƒ(+) và ø(_—x) = -g(x) (vì ƒ và ø là 
những hàm số lẻ) ; do đó 
S(-#) =ƒ(-*) + g(—*) = —fx) — g() = —[f(x) + gC)] = =SŒ), 
P(-x) = f-x)g(-*) = [—ƒ)][—gŒ@œ)] = +)g2) = P(y). 
Vậy y = Š5(z) là hàm số lẻ và y = P(z) là hàm số chắn. 
c) Với x tuỳ ý thuộc ïR, ta có : —x) = ƒ#Œ) và g(_—x) = -g(œ) (vì ƒ là hàm số 
chẵn và ø là hàm số lẻ) ; do đó 
P(->*) =ƒ(*)g(—%) = ƒ)[—~g(Œ+)] = ~f{x)g@) = —P(y). 
Vậy y = P(+) là hàm số lẻ. 
a) Hàm số chẵn (tổng của ba hàm số chắn). 
b) Hàm số lẻ (tổng của hai hàm số lẻ). 
c) Hàm số lẻ (tích của hàm số lẻ y = x và hàm số chắn y = |x|). 
d) Tập xác định của hàm số +) = VI + x + V1- x là đoạn [—I ; 1]. Với 


mọi + thuộc đoạn [—1 ; lj, tê có an com 


4I 


2.11. 


2.12. 


2.13. 
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f—#) = VvI- x +vl+x=/@). 
Vậy y = f(z) là hàm số chắn. 


e) Tập xác định của hàm số £(x) = VI + x - V1-— x là đoạn [—l ; 1]. Với 
mọi x thuộc đoạn [—1 ; I1], ta có : 


ø(_—x) = MI—x—41+x=-gÓ0). 
Vậy y = ø(x) là hàm số lẻ. 
a) Khi tịnh tiến lên trên 5 đơn vị, ta được : 
A(C1; 3)  AiCl;8); B@;-—5)  Bị2;0) ; C(a; D) > Ci(a; b +5). 
b) Khi tịnh tiến xuống dưới 3 đơn vị, ta được : 
A(-1;3)  A›¿(-l;0); (2; -—5)  B;(2;-8) ; Ca; b) > Cz(a;b — 3). 
c) Khi tịnh tiến sang phải I đơn vỊ, ta được : 
ACCI;3) E2 Ai073); 8 ;=5J P3 Bi 3;25), C/;0)P> a(q+17 9), 
đ) Khi tịnh tiến sang trái 4 đơn vị, ta được : 
A(-L; 3)  A¿(5; 3); B(2; —5) > B„(—2; -5) ; C(a; b) E> Ca(a—4; b). 
a) (4) là đồ thị của hàm số y = (4x — 3) + 4 hay y = 4x + l. 
b) (đ;) là đồ thị của hàm số y = 4(x + l) — 3 hay y= 4x + I. 
c) Đường thẳng y = 4x + 1 có thể có được bằng cách tịnh tiến đường 
thẳng y = 4x ~ 3 theo hai cách như trong a) và b). 
a) Tịnh tiến (j) xuống dưới 3 đơn vị, ta được đồ thị hàm số y = = — 3, 


—3x-2 


hay y= 


By finib tiến (ffl sanerpháf2id6nxt,ia được đố thí ôm scC 


x2 
c) Tịnh tiến (HH) lên trên I đơn vị rồi sang trái 4 đơn vị, ta được đồ thị 
: ~2 x+2 
hàm số y = +l,h = 
hệ SP NT 27” v4 
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2.14. 


2.15. 


2.16. 


2:17, 


2.18. 


a), b) Học sinh tự giải. 

c) Đồ thị hình 2.4. 

Giao điểm với trục tung : (0; 2). 
Giao điểm với trục hoành : 


=. 0). 

a) k=0. b)k= l. 

c)k=2+42 

Các cặp đường thẳng song song là : 

a) và e); b) và d) ; c) và /). Hình 2.4 


a) Đồ thị hình 2.5.a). 


A) b) c) 
Hình 2.5 


: ¬ -2x+2 khi x>] "-.-. 
b) Hàm số có thể viết đạng y = Đồ thị hình 2.5.b). 
2x—2_ khi x<Ï 


—x+l khi x> = 
c) Hàm số có thể viết dạng y = . Đồ thị hình 2.5.e). 
x+4 khi x< =5 


(Học sinh tự lập bảng biến thiên). 
a) Trên đường thẳng y = 2x + 5, điểm có hoành độ bằng —2 là A(-2 ; 1). Trên 
đường thẳng y = -3x + 4, điểm có tung độ bằng -2 là B(2 ; -2). Vậy đường 
thẳng cân tìm đi qua hai điểmt4yVà.R›;lỳ đón và b phải thoả mãn hệ 
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2.19. 


2.20. 


44 


3 
Suy ra 4Z—7 „b=_— 


, : 2 | : 
b) Giao điềm Mí của hai đường thăng y = _sx† 1 và y= 3x + 5 có toạ độ 


I 
là nghiệm của hệ phương trình 4 7 ` ¬j"” 
y=3x+5, 
. § II ‡ si số 

Hệ này có nghiệm (x ; y) = _z: T7 . Vậy đường thăng cần tìm song 

`. › 1... _ § I1 N. 
song với đường thăng y = 21 và đi qua điểm Mí —TJ: Từ đó suy ra 
g = 3 và? =S. 
4) BŒ ; —o). 


b) Muốn chứng minh hai đường thẳng (đ¡) và (4;) đối xứng với nhau qua 
trục hoành, ta chứng minh rằng nếu A(zxa ; yạ) là một điểm tuỳ ý thuộc 
(đ,) thì điểm đối xứng với Á qua trục hoành, tức là điểm B(xạ ; —yạ) thuộc 
(đ;) và ngược lại. Thật vậy, gọi (¡) là đường thẳng y = x - 2, 
(đ;) là đường thẳng y = 2 — x, ta có 

AGo ; yọ) 6€ (đJ) © yọ = xạ T- 2 © -yo=2T—xọ © BŒg; —yg) € (4). 
Từ đó suy ra đpcm. 

c) Tương tự như câu trên, ta đễ đàng chứng minh được rằng đồ thị của hai 
hầm số y = f(z) và y = —f(x) đối xứng với nhau qua trục hoành. 

Do đó, đường thẳng đối xứng với đường thẳng y = —2x + 3 qua trục hoành 
là đồ thị của hàm số y = —(—2x + 3), tức là hàm số y = 2x ~ 3. 

a) B(—%g ; }). 

b) Chứng minh tương tự bài 2.19.b). 

c) y = -0,5x -2. Gợi ý. Trước hết chứng minh rằng đồ thị của hai hàm số 
y =ƒ) và y = ƒ(—x) đối xW8ølMớanhadraua trục tung. 


2.21. a) ƒ(x) "| 


2.22. 


2.23. 


~x khi x<0 
-2x khi x>0. 
b) Học sinh tự lập bảng biến thiên. 
a) Giả sử điểm A cần tìm có toạ độ (xạ ; yạ). Khi đó, vì A thuộc đường 
thẳng y = 2x + 1 — m với mọi m nên đẳng thức 
yọ = 2m xạ + l—m, hay (2 xạT— l)m+ I~— yạ=0 
Xảy ra với mọi ơ. Điều đó chỉ có thể xảy ra khi ta có đồng thời 2x; — 1 =0 


và 1 — yạ= 0, nghĩa là xạ = 5 và yọ = 1. Vậy toạ độ sía,ÄÏÃ# + L). 


n 


Ngược lại, đễ thấy giá trị của hàm số y = 2zmx + l — m tại x = luôn bằng 
l với mọi , chứng tô đồ thị của nó luôn đi qua điểm AC: 1) với mọi ”m. 


b) B(0 ; -3). Gợi ý. Cách giải tương tự câu a). 
a) Hai đường thẳng y = 2x và y = -3 — x cắt nhau tại ÄM(—1 ; -2). Đường 
thẳng thứ ba y = mx + 5 cũng đi qua điểm khi và chỉ khi —~2 = m(—1) + 5, 
tức là m = 7. Thử lại ta thấy m thoả mãn điều kiện của đầu bài. 
b) Hai đường thẳng y = —5(x + 1) và y = 3x + m cắt nhau tại 
m+5 5m~— 3 

In: 

Đường thẳng y = mx + 3 cũng đi qua W khi và chỉ khi 


5m — 15 =. 
=m| — ti 


8 § 
Giải phương trình trên đối với ẩn m, ta được m = —13 và m = 3. 
~ Với m = —13, ba đường thẳng y = -5(x + 1), y = —13x + 3 và y = 3x - 13 
đồng quy tại điểm ¡(I1 ; —10). 
- Với m = 3, hai đường thẳng y = mx + 3 và y = 3x + m trùng nhau và 
trùng với đường thẳng y = 3x + 3. Do đó trường hợp này bị loại. 
Kết luận. m = —13. 


nết 2 
2.24. a) Học sinh tự giải. b)y= <Šx2+2. c)y= _. _3. 
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v 


2.25. a) Học sinh tự giải. Jc -` 1,52 


¬- (x+ 2) 


2.26. a) Tịnh tiến (P) lên trên 7 đơn vị. 

b) Tịnh tiến (P) xuống dưới 5 đơn vỊ. 

c) Tịnh tiến sang trái 3 đơn v. 

đ) Tịnh tiến sang phải 4 đơn vị. 

e) Tịnh tiến sang phải 2 đơn vị rồi tịnh tiến tiếp lên trên 5 đơn vỊ. 

?' Tịnh tiến sang phải 1,5 đơn vị rồi tịnh tiến tiếp xuống dưới 3,5 đơn vị. 
2.27. Kết quả được nêu trong bảng sau 


y=-2z? +4x= —2(x— 42)? +22 


2.28. a) Ta có thể viết hàm số y = xˆ + x + ] 
dưới dạng 


l4. 

; Bi *i 
Từ đó suy ra đồ thị của nó là một parabol 
hướng bể lõm lên trên và có đỉnh 


“ | cả D . 7 

di ~5 : :] ; hàm số đã cho nghịch biển 
1 1 š : 

trền khoảng (—œ ; _=. đồng biến trên Hình 2.6 


khoảng = +œ) và có giá trị nhỏ nhất bằng : khi x = ¬5 Học sinh tự 


lập bảng biến thiên. booktoan.com 
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Để vẽ đồ thị của hàm số này, ta lập bảng một vài giá trị của nó như sau 


Đồ thị của hàm số có đạng như hình 2.6. 


5 
b) Đưa hàm số đã cho về dạng y = —2 Ề — z] . Từ đó suy ra hàm số 


đồng biến trên khoảng (—œ '3 ), nghịch biến trên khoảng G: +œ) Và có 


giá trị lớn nhất bằng — š khi x =.: Học sinh tự lập bảng biến thiên và 
vẽ đồ thị của nó. 

c) Học sinh tự gIẢi. 

đ) Học sinh tự giải. 


2.29. a) Hàm số y = -x” + 4x —3 có thể viết được dưới dạng 
532/2)” Œ Ï 
Từ đó suy ra hàm số đồng biến trên khoảng (—œ ; 2), nghịch biến trên 
khoảng (2 ; +). Bảng biến thiên : 


Hàm số có giá trị lớn nhất bằng 1 khi x = 2. 
Đồ thị của nó là một parabol đi qua các điểm 
(D;?;=5},Ấ1 10), :02 ý Tl)y À3 4 DỊ: hy =2) 
1992 ÂN 

Từ đồ thị ta thấy : 

b) Hàm số chỉ nhận giá trị dương nếu x e (1 ; 3). 


c) Hàm số chỉ nhận giá trị âm nếu 


xe(-œ; ]l)U (3; +o). Hình 2.7 
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2.30. 


2.31. 
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a) Học sinh tự khảo sát sự biến thiên của hàm số. 
Hàm số có đồ thị như hình 2.8a. 


Hàm số nhận giá trị dương với mọi x c ïR. 

b) Học sinh tự khảo sát sự biến thiên của hàm số, 

Hàm số có đồ thị như hình 2.8b. 

Hàm số nhận giá trị âm với mọi +x “. (khi x =: hàm số nhận giá trị 
bằng 0). 


c) Học sinh tự khảo sát sự biến thiên của hàm số. 
Hàm số có đồ thị như hình 2.8c. 


a) b) c) 
Hình 2.8 


Hàm số nhận giá trị âm nếu x e (0 ; 6) và nhận giá trị dương nếu 
xe(-œ;0)V (6 ; +), 


a)y= 


. +2x~— Dị 


Đồ thị (h. 2.9a). 
Bảng biến thiên 


b) y= |—0,5xˆ + 3x — 2,5| 
Đồ thị (h. 2.9b). 


a) b) 
Hình 2.9 


-2x+] nếu x> Ö 


2.32.a)y= + 2 
x“ˆ +4x+lI nếu x < Ô. 


Đồ thị (h. 2.10a). 
Học sinh tự lập bảng biến thiên. 
..n nếu x< Ì 
DJ S1 s 
2x -=2x-3 nếu x>Ì. 
Đồ thị (h. 2.100). 


Học sinh tự lập bảng biến thiện; 52n.com 
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2.33. 


2,34. 
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a) b) 
Hình 2.10 : 


Học sinh tự vẽ đồ thị. 


nên : 


& Z ˆ 2 Ẫ Nx ] 
Do parabol hướng bề lõm xuống đưới và có đỉnh tại điểm Š : 121 


- Nếu m > 127 thì đường thẳng và parabol không có điểm chung. 
- Nếu m= 127 thì đường thẳng và parabol có một điểm chung. 


— Nếu m < 122 thì đường thẳng và parabol có hai điểm chung phân biệt. 
a) Phương trình trục đối xứng là x = -2. 
b) Điểm đối xứng với Ó(0 ; 0) qua trục x = —2 là điểm M⁄(-4 ; 0). 


c) Ta phải tìm ø (a # 0), b và sao cho hàm số y = ax7 + bx + c có đỗ thị là 


parabol đỉnh /(—2 ; -2) và đi qua điểm Ó. Từ giả thiết ta có các hệ thức sau : 


b A  bˆ-4ac 
——— =~2; ——=—————=~-) Và c=ÔŨ. 
2a s. 4a 4a Loàu 
¬ ] 
Từ đó tính ÄWqe ` ,b=2,c =0 và hàm số cần tìm là y = nó 
2 booktoan.com 
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2.36. 


a) Ta đã biết trục đối xứng của parabol y = ax” + bx + c là đường thẳng 
_-_P. 
2a. 


Giả sử (đ) là đường thẳng đã cho (song song với trục hoành). Ta biết rằng 


(2) là đồ thị của hàm số không đổi y = m với m là một số nào đó. Giả thiết 
cho (2) cất (P) tại hai điểm phân biệt A và 8 có nghĩa là phương trình 
ax" + ðx+c =m hay 

ax? + bx+e— m=0 (1) 
có hai nghiệm phân biệt ; hơn nữa, hai nghiệm ấy chính là các hoành độ 


xạ của điểm A và x; của điểm Ö. Theo định lí Vi-ét, ta có X4 + Xg= _° 
a 
Do đó trung điểm C của đoạn thẳng AB có hoành độ là xe = —^“——®”*=_—~— 


Điều đó chứng tỏ điểm € thuộc đường thẳng z = —5—: tức là thuộc trục 
a 

đối xứng của parabol (P). 

Chú ý. Đường thẳng (2) song song với trục hoành nền vuông góc với trục 
đối xứng của (P). Do đó, khi (2) cắt (P) tại hai điểm A và ð thì hai điểm 
ấy đối xứng với nhau qua trục đối xứng và trung điểm C của đoạn AB 
phải thuộc trục đối xứng. 

b) Áp dụng kết quả trên, trung điểm K của đoạn MN phải thuộc trục đối 


xứng của parabol (P). Điểm K có hoành độ là = : = -l. Vậy trục đối 


xứng của parabol (P) có phương trình là x = —]1. 
a) ® Vì hàm số có giá trị nhỏ nhất bằng h khi x = 


À bˆ-4ac 3 `. 
PT, =>: Suy Ta 4 = —b và =a + Ác = 3. 
Vì hàm số có giá trị bằng 1 khi x = 1 nên (1) =a+b+c= l, suy ra c= l 
(do a=—b). Do đó a = 4e — 3 = ] và b= ~1. 
Vậy hàm số cần tìm là y= x” — x + 1. 
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hi 


Ị 


e Do hệ số a = I > 0 và giá trị nhỏ nhất của hầm số đạt được tại x = 7 nên 


hàm số nghịch biến trên khoảng (—œ 3) và đồng biến trên khoảng © , +), 


Bảng biến thiên : 


Hàm số có đồ thị như hình 2.]1. 
b) Đường thẳng y = mx cất parabol (P) tại hai điểm 
AŒx ; y4) Và Búxg ; yg) nếu và chỉ nếu phương trình 


x =x+l=mx hay 


x?—(1+m)x+I=0 (1) 
có hai nghiệm phân biệt, tức là biệt thức 
Ä= +m)`°—4= m” + 2m— 3 dương. 


Khi đó, hai nghiệm của (1) chính là x¿„ và xạ. Theo 
định lí Vi-ét, ta có Hình 211 
Xa +xXg= Ì +. (2) 
Từ (2) ta suy ra hoành độ trung điểm C của đoạn thẳng AĐ là 
Wa 4g _. #71 


Do € là một điểm thuộc đường thẳng (2) nên tung độ y¿ của nó thoả mãn 


m(] + m) 
ỳc = méxc = 2 
: VÀ ca 3 ` l+m _ m(l+m) 
Kết luận. Toạ độ trung điểm của đoạn thắng AB là CC —=a —— l" 


với điều kiện HmẺ + 2m — 3_> 0, 
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2.37. 


2.38. 


2.39. 


2.40. 
2.41. 


Hiển nhiên hàm số y = 0 xác định với mọi x và có đồ thị đối xứng qua 
trục hoành. 


Giả sử hàm số y = ƒ{x) xác định trên IR, có đồ thị (G) nhận trục hoành làm 
trục đối xứng. Khi đó 

Vx€lR:M(x; y) e (Ớ) © Mf(x; -y) e (Ó). 
Điều này có nghĩa là 

VxelR:y=fíx) =-y =ƒŒ). 

Suy ra y = Ô với mọi x. 
Vậy hàm số y = Ô là hàm số duy nhất có đồ thị đối xứng qua trục hoành. 
Chú ý, Cũng có thể chứng minh rằng (Ớ) trùng với trục hoành. Thật vậy, 
nếu trái lại thì phải có một điểm (xạ ; yạ) thuộc (G) và yọ # 0. Khi đó, 
do tính đối xứng qua trục hoành, điểm M'{xg ; —yạ) cũng thuộc (G). Ta có 


đường thẳng Ä⁄A' song song với trục tung, cắt (G) tại hai điểm phân biệt 
M và M' Đó là điều không thể xảy ra đối với đồ thị của một hàm số. 


a) F3) = 2 <3) +9] = F0) 


l [ 
DIẾNG Up UU TA) cụ | hp) (UUNU nỤ iEÖ | cC ĐIỆNH 
8) Á(=l ; =ne+ 5). B(Š ) 3m ~ 1}. 
b) 4 nằm ở phía trên trục hoành khi và chỉ khi —/ + 3 > 0, tức là z < 3. 
: : tuc m ] 
c) 8 nằm ở phía trên trục hoành khi và chỉ khi 3m — 1 > 0, tức là zm >3: 


đ) Cả hai điểm A và B đều nằm ở phía trên trục hoành khi và chỉ khi các 
điều kiện nói trong câu b) và e) đồng thời được thoả mãn, nghĩa là 
ặ < m.< 3. Khi đó, toàn bộ đoạn thẳng AB nằm ở phía trên trục hoành. 
Nói cách khác : 


(m— 1)x+2>0,Vxe [~1;3]<© 3 <m<3. 
)". xxx. b) y= -3(Œœ + 2)“ +2. 


Đường thẳng y = -2,5 song song với trục hoành. Do đường thẳng này 
có một điểm chung duy nhất với parabol (P) nên điểm chung ấy chính 
là đỉnh của parabol (P). Từ đó stwta#bödnl eöaparabol (P) có tung độ y = —2,5. 


Si 


2.42. 
2.43. 
2.44. 


2.45. 
2.46. 


2.41. 


2.48. 
2.40, 

2.50. 
2,81, 
2.52. 
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Đường thẳng y = 2 cũng song song với trục hoành. Do đó trung điểm € 
của đoạn thằng AB nằm trên trục đối xứng của parabol. 


: =1+ _ : : 
Hoành độ của điểm € là x = —- 2. Vậy trục đối xứng của parabol là 


đường thẳng x = 2, suy ra hoành độ đỉnh I của (P) là x = 2. 
Toaạ độ của 7 là (2 ; -2,5). Từ đó suy ra nếu (P) là đồ thị của hàm số 
ƒ{%) = ax” + bx + c thì 


fẪl)=a-b+c=2, ch, và 


2a 
2 

_Ö_ˆ_ DU lên. 

4a 4a 

¬. | mm. 
Từ đồ suy ra 4 =2. =—2,£=—2 và hàm 

7... ]_3 l Ta 
số cần tìm là y = nuïền 2X -3 Đồ thị của 
hàm số như trên hình 2.12. Hình 2.12 


Phương án (Bì. 
Phương án (C). Chú ý rằng các hàm số còn lại đều có tập xác định khác R. 


Phương án (D). 
Phương án (A). Chỉ cần chú ý rằng cần phải tịnh tiến sang trái. 
Phương án (D). Chú ý. Tránh nhầm lẫn về phương và hướng tịnh tiến. 


Phương án (C). Chú ý. Tránh các nhầm lẫn về dấu và nhầm lẫn giữa s- 
b 


và —: 
a« 


Phương án (D). 
Phương án (B). 
(a) © (3); Œ) © (1). 
(a) > (2) ; (b)  @). 
(a) c (4) ; Œ) Q1). 
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Vu ương III 


PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT VÀ BẬC HAI 


A. NHỮNG KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


Các kiến thức được nêu sau đây có bổ sung một vài kết quả đễ nhận thấy 
và được sử.dụng nhiều trong thực hành giải toán. 


1. Các phép biến đổi tương đương của phương trình 
1) Thực hiện các phép biến đổi đồng nhất trong từng vế nhưng không làm 
thay đổi tập xác định của phương trình. 
2) Thêm vào hai vế của phương trình cùng một biểu thức xác định với 
mọi giá trị của ẩn thuộc tập xác định của phương trình (trường hợp hay 
dùng là guy tắc chuyển vế). 
3) Nhân hai vế của phương trình với cùng một biểu thức xác định và 
khác 0 với mọi giá trị của ẩn thuộc tập xác định của phương trình (chú ý 
rằng chia cho một số £ức là nhán với nghịch đảo của số đó). 
4) Bình phương hai vế của một phương trình có hai vế luôn cùng dấu khi 
ần lấy mọi giá trị thuộc tập xác định của phương trình. 


2. Phép biến đổi cho phương trình hệ quả 
Bình phương hai vế của một phương trình. 

3. Giải và biện luận phương trình dạng ax + b = 0 
Ö a0: phương trình có một nghiệm duy nhất x= — 


_ 
, 


ˆ z=0 và bz0: phương trình vô nghiệm. 


«a=b=0: phương trình nghiệm đúng với mọi x. 
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4. Giải và biện luận phương trình bậc-hai một ẩn 


ax + bx+c=0 (1) 
với biệt thức A = ðˆ ~ 4ac hay biệt thức thu gọn A' = b2 ~ ae (với b=2b'). 
® A<0(A <0): (1) vô nghiệm. 


L— ñ ⁄ ~ "1A xế =..¬ b --5) 
®A=0(A =0) : (1) có một nghiệm kép x = SP lx« P 

-h + Ẫ 't + ' 
+ A>0(2'>0):(0) 6a nghiệm phan biệt r> —, 2 Ý4 [„ - =É-Š V4!) 


5. Định lí Vi-ét (thuận và đảo) : 
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Hai số xị và x; là hai nghiệm của phương trình bậc hai ax + bx+c=0 
khi và chỉ khi chúng thoả mãn hai hệ thức VI-ét sau : 


b r 
*ji+t4a== n › X1X2 — Pụ 


Định lí Vi-ét có thể được ứng dụng để : 
— Nhẩm nghiệm của phương trình bậc bai. 


— Tìm hai số biết tổng và tích của chúng : Nếu hai số có tổng bằng § và 
tích bằng P thì hai số đó là hai nghiệm của phương trình 


x?-§x+P=0. 
(Tất nhiên, điều kiện tồn tại của hai số nói trên là §*“ ~4P> 0.) 
— Phân tích một tam thức bậc hai thành nhân tử : Cho tam thức bậc hai 
ƒŒœ) = ax? + bx +. 
Nếu phương trình bậc hai ƒ#z) = 0 có hai nghiệm (có thể trùng nhau) 


x¡ và x; thì tam thức bậc hai ƒ() có thể phân tích được thành nhân tử 
như sau : 


ax? + bx+c= a(x — xỊ)(x - #2). 


— Tính giá trị các biểu thức đối xứng của hai nghiệm của phương trình 
bậc hai : 


S=xXIi+*Xạ=— 


Ì|œ 


e 
,P=XiX= —) 


2 


2 c2 "..... 
+x}=§?)—2P; xậ+ x) =S)— 3P§. 
1” % Boktóancdm 2 


¬ Xét dấu các nghiệm của phương trình bậc hai : 
Phương trình có hai nghiệm trái dấu © P < 0. 
Phương trình có hai nghiệm dương © A>0,P>0 và §>0. 


Phương trình có hai nghiệm âm < A >0, P >0 và §< 0. 


6. Giải và biện luận hệ hai phương trình bậc nhất hai ẩn 


ax + by =c 
: (22 + bŸ #0 và a” + b2 x 0). (2) 
ax+by=c' 
b= 1 mu gb; 
n b 
D,= | =cb —chbh; 
lôi b 5 
a 
D, = | = 4c — đc. 
a 
' . : D D 
ÖỒ Dz0: (2) có một nghiệm duy nhất (x ; y), trong đó x mã y =.. 


°D=0,D, z 0 hoặc D, # 0 : (2) vô nghiệm. 
°D=D,=D,=0: @) có vô số nghiệm (x ; y) tính theo công thức 


y= 1€ xeR 
a  (nếua#0) hoặc -ax+c (nếu b z 0). 
yeR vn cuÐ 


Chú ý 
Khi giải và biện luận hệ phương trình có chứa tham số dạng 

[ax +by=c 

Ì4'x +Ð9#=£, 
có thể xây ra trường hợp ø = b = 0 (hoặc #' = Ở' = 0). Khi đó, ta sử dụng 
các kết luận dễ thấy sau đây : j 
— Phương trình 0x + Ôy = c vô nghiệm nếu c # 0, nghiệm đúng với mọi x 
và với mọi y nếu c = 0. 
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— Trong một hệ phương trình, nếu một phương trình của hệ vô nghiệm thì 
hệ vô nghiệm. 

— Trong một hệ hai phương trình, nếu một phương trình của hệ nghiệm 
đúng với mọi giá trị của các ẩn thì tập nghiệm của hệ phương trình đó 
trùng với tập nghiệm của phương trình còn lại. 


7. Giải hệ phương trình bậc hai hai ẩn 


1) Hệ phương trình trong đó có một phương trình bậc nhất : Dùng phương 

pháp thế. 

2) Hệ phương trình mà mỗi phương trình trong hệ không thay đổi khi 

thay thế đồng thời x bởi y và y bởi x : Dùng phương pháp đặt ẩn phụ 
»=x+y;P =xy. 


B. ĐỀ BÀI 
§1. ĐẠI CƯƠNG VỀ PHƯƠNG TRÌNH 
3.1. Tìm điều kiện của mỗi phương trình sau rồi suy ra tập nghiệm của nó : 


ky 


kn 


3.4. 
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a)x— jx-3=43—x +3; 18a 5s Í 
6Ÿ'J# 0Ú] =8 SA: 0229 2z+7aTfsA-xei, 
Tìm nghiệm nguyên của mỗi phương trình sau bằng cách xét điều kiện 
xác định của nó : 

4) so <0 si) b)3Vx+2 =A2-x +242 
Giải các phương trình sau : 

a)x+ Xx =\x ~1; Bì +42 =<xe<a42=# g9, 
Trong các phép biến đổi sau, phép biến đổi nào cho ta phương trình tương 
đương, phép biến đổi nào không cho ta phương trình tương đương 2? 

a) Lược bỏ số hạng =h ở cả hai vế của phương trình 


`. ẽ". 


= ~1 
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¬‹5: 


3.6. 


XD 


3.8. 


3.9. 


b) Lược bỏ số hạng : Ð ở cả hai vế của phương trình 
. — 


,) 
c) Thay thế (2x = !) bởi 2x — 1 trong phương trình 


\2 
(x2x- 1) =3x+2; 
đ) Chia cả hai vế của phương trình x + 3 = x” + 3 cho x; 
/ 
+] 


^ Kì KH ^Z lẻ bề ] “` 
e) Nhân cả hai vế của phương trình =2+ — VỚI x. 
X 


Trong các phép biến đối nêu trong bài tập 3.4, phép biến đổi nào cho ta 
phương trình hệ quả ? 
Kiểm tra lại rằng các biến đổi sau đây làm mất nghiệm của phương trình : 
a) Chia cả hai vế của phương trình sau cho ti ca 

(x+ D@ =3t‡7)=x =át22 : 


b) Chia cả hai vế của phương trình sau cho 4x - l 
3 
(x+4)vdx-l= (dz -1] : 
Giải các phương trình sau bằng cách bình phương hai vế : 
a) |2x+ 3|= 1; b)|2—-x|=2x- 1; 
c€) vx3x-2=l~-2*z; đ)v4Š— 2x =Nx~—1. 


Tìm điều kiện xác định của phương trình hai ẩn sau rồi suy ra tập nghiệm 


của nó 
jJ—x? =(y+Đ?+xy=(Œ+ DŒ +1). 


§2. PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT VÀ BẬC HAI MỘT ẨN 


Phương trình bậc nhất 


Tìm các giá trị của p để phương trình sau vô nghiệm 


(4p” - 2)x = l+2p-zx. 
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3.10. 


3.11. 


N 


3.13. 


3.14. 


3.15. 


3.16. 


KD VỀ 
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Tìm các giá trị của ø để mỗi phương trình sau có vô số nghiệm : 


a)2gx—Ì=x+4: b) gŠ# -g= 25x — 5. 
Tìm các giá trị của m để mỗi phương trình sau chỉ có một nghiệm : 
a)(x— m)\(x—1)=0; b) mứm ~ I)x= mỸ— I. 


Giải và biện luận các phương trình sau theo tham số 0i : 
Aa) 2mx = 2x + m +4; b) m(x+?#m)=x+ Ì. 


Phương trình bậc hai 


Với mỗi phương trình sau, biết một nghiệm, hãy tìm tham số zn và nghiệm 
còn lại : 


a) (2m? ~ Tm + 5)xˆ + 3mx — (5m2 — 2m + 8) = 0 có một nghiệm là 2. 
b) (52 + 2m — 4)xˆ— 2mx — (2m2 — m + 4) = 0 có một nghiệm là -—I. 
Giải và biện luận các phương trình sau theo tham số mm : | 

a) m2 +2x+1=0; 

b) 2x2 — 6x + 3m - 5=0; 

€) ứn + 1)x?~ (2m + 13x + @m— 2)=0; 

đ) (mỶ — 5m — 36)x” ~ 20n + 4)x + 1= 0. 


Tìm các giá trị của tham số m để mỗi phương trình sau có hai nghiệm 
bằng nhau : 


a) x” — 2ữn — l)x+2m+1=0; 

b) 3mx” + (4— 6m)x + 3 (m— 1) =0; 

€) ứmnT— 3)x?— 2(3m - 4)x + ?m—6=0; 

đ) (m— 23x — mx + 2m — 3 =0. 

Biện luận số giao điểm của hai parabol sau theo tham số m : 
y=x+mx+8 và )y=x +x+m. 

Định lí Vi-ét 

Với mỗi phương trình sau, biết một nghiệm, tìm m và nghiệm còn lại : 

a) x” — mx + 21 = 0 có một nghiệm là 7 ; 


b) x7 - 9x + m= 0 có một nghiệm là —3 ; 


c) ứn ~ 3)x” ~ 25x + 32 =có.maôtngbiêm là 4. 


3.18. 


3.19. 


3.20. 


3.21. 


KP 


ị 1: 


3.24. 


Giả sử xị, x;¿ là các nghiệm của phương trình 2x? — 11x+ 13 =0. 

Hãy tính : 

3) Xị + Xổ ; b) xi +2) ; 

c) SN d) =HÍ1-x?}+ “2{1- xỶ). 
&” tỉ 


Giả sử xị, x; là các nghiệm của phương trình x”+ 2mx+4=0. 


Hãy tìm tất cả các giá trị của m để có đẳng thức : 


1" na 
xế? ”ị 
Tìm tất cả các giá trị của ø để hiệu hai nghiệm của phương trình sau bằng 1 


3y  =(2+ l0 káác4 <0: 


Giả sử x;và x¿ là các nghiệm của phương trình bậc hai ax?+bx + c= 0, 
Hãy biểu diễn các biểu thức sau đây qua các hệ số 2, b và e 


8);4/#°17 4 b) x+ 3ÿ ; 
l l 

C) —+—; d) 3ƒ 4Ä) 4a: 
ñ Ä2 


Tìm tất cả các giá trị dương của & để các nghiệm của phương trình 
2xˆ— (k+ 2)x+ 7= k 
trái dấu nhau và có giá trị tuyệt đối là nghịch đảo của nhau. 
Hãy tìm tất cả các giá trị của & để phương trình bậc hai 
(k + 2)x” — 2kx — k = 0 
có hai nghiệm mà sắp xếp trên trục số, chúng đối xứng nhau qua điểm 
Xe, 
Giả sử a, b là hai số thoả mãn z > b > 0. Không giải phương trình 
abx?— (a + b)x+ 1 =0, 


hãy tính tỉ số giữa tổng hai nghiệm và hiệu giữa nghiệm lớn và nghiệm 


nhỏ của phương trình đó. 
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3.25. Giải các phương trình sau đây : 
a)x”— 5x2 +4=0; b) x°— 13x” + 36=0; 
c)x*—8x°—9=0; đ) x”— 24x? — 25 =0. 

3.26. Các hệ số a, b và c của phương trình trùng phương ax!+ bx” + c= 0 phải 
thoả mãn điều kiện gì để phương trình đó 
a) Vô nghiệm ? b) Có một nghiệm 2 
c) Có hai nghiệm 2 d) Có ba nghiệm ? 


e) Có bốn nghiệm 2 


§3. MỘT SỐ PHƯƠNG TRÌNH QUY VỀ 
PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT HOẶC BẬC HAI 


3.27. Giải và biện luận các phương trình sau theo tham số a : 


3 2a~—1 
a) =ú- b) ...” 


a-3; c) 


3.28. Giải các phương trình : 


a) \x +x+l=3-x; 
b) Jx2+6x+9 =|2x—1 
c) x(x+ l) + x(x + 2) =x(x +4) ; 

l+x l—x 13+ | 3 
d — : =|'|===—==-. 
'= = = ï l4—x 


3.29. Giải các phương trình : 


bà 


] 2 
——.—-..ï‹ 
" . .c ' 
2x_-Ì 3x-[l  x-7 
Hở #4: T TP " 
x—I kh 5 


# 2x-2 - 2 booktoan.com 
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3.30. Giải các phương trình : 
A) s 4x : 3# `. 
ST SON HƯU =9 2 2 
x=] #-=7  +x=4, ÄX~Đ 
x+2 x+3 x+5 x+6. 


b) 


3.31. Giải và biện luận các phương trình sau theo tham số 7 : 

a) |3mx — 1| =5; b) |3x+zmÌ] = Ì2x— 2m 
3.32. Giải và biện luận các phương trình sau : 

a) (x— 2)(x— mx+ 3) =0; 


(x+l)bnx+27) _ 
x—3m s 


b) 0; 


mà — | m. — m(x” + ]) 
x—l  x+l y2_Ị 


c) 


3.33. Cho tam giác ABC nhọn có cạnh 8C = z, đường cao AH = h. Một hình 
chữ nhật ⁄4NPÓ nội tiếp trong tam giác (M AB; Nej&AC;P,Qe BC) 
có chu vi bằng 2p (p là độ đài cho trước). Hãy tính độ dài cạnh PQ của 
hình chữ nhật 1NPQ, biện luận theo p, a, Ö. | 


§4. PHƯƠNG TRÌNH VÀ HỆ PHƯƠNG TRÌNH 
BẬC NHẤT NHIỀU ẨN 
3.34. Xét tập hợp các điểm có toạ độ (x ; y) là nghiệm của phương trình 
2x + by =c. Tìm điều kiện của a, b, c để : 
a) Tập hợp điểm đó là một đường thẳng đi qua gốc toa độ ; 
b) Tập hợp điểm đó là một đường thẳng song song với trục tung ; 
c) Tập hợp điểm đó là một đường thẳng song song với trục hoành ; 
d) Tập hợp điểm đó là trục tung ; 
e) Tập hợp điểm đó là trục hoành ; 
ø) Tập hợp đó là một đường thẳng cắt hai trục Óx và Óy tại hai điểm 
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3.35. Giải các phương trình sau và minh hoạ tập nghiệm trên mặt phẳng toa độ : 


8ø) y=5; 
c)2x+0.y24; 


b) 0.x+ 3y =6; 
đ) 2x + 3y =0. 


3.36. Giải và biện luận các phương trình san theo tham số ø : 


a) mx + (m_— l)y= 5; 


b) mx + my = m + 1. 


3.37. Bằng định thức, hãy giải các hệ phương trình sau : 


3sx1a3y=-~7 
3Sx-3y=]; 


b) lui 


2x + 4A2y = 5. 


3.38. Tính nghiệm gần đúng của các hệ phương trình sau (chính xác đến hàng 


phần trãm) : 
à [5x+ 8y = v2 
2x - v3y = 15; 


: 3x+(\5-2)y=I 
(2 - Đx + V3y = 45. 


3.39. Giải và biện luận các hệ phương trình theo tham số z : 


8ñ + 2y =Ì 
x+(a~ Ì])y = a. 


3) (a— Đx +(2a -3)y = a 
(a+l)x+3y =6; 


3.40. Giải các hệ phương trình : 


3|lx|+ 5y—9=0 
2x~|y|=7; 


3.41. Giải hệ các phương trình 


[(a~ 2)x + (a= 4y =2 


b) 
(2 + Dx + 3ø + 2)y = -1; 


34x +) _„ 
x= 
2⁄x-y-4 _¡ 


mm" 


đ) 4 


k Ø Sa, Í 
b) 8 ““ ˆ da là tham số). 
y-2x=5 


sóc 2 ==. =3 

x.y. x—2y x+2y - 
A) b) 

3.10_ xủy truy 
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3.42. 


3.43. 


3.44. 


3.45. 


3.46. 


3.47. 


Một ca nô chạy trên sông trong 8 giờ, xuôi đòng 135 km và ngược dòng 
63 km. Một lần khác, ca nô cũng chạy trên sông trong 8 giờ, xuôi dòng 
108 km và ngược dòng 84 km. Tính vận tốc dòng nước chảy và vận tốc 
của ca nô (biết rằng vận tốc thật của ca nô và vận tốc đòng nước chảy 
trong cả hai lần là bằng nhau và không đổi). 


Cho hai đường thẳng (đ)) : ứn — 1)x + y = 5 và (đ›) : 2x + my = 10. 
a) Tìm m để hai đường thẳng (Z¡) và (4;) cắt nhau. 
b) Tìm z để hai đường thẳng (đ¡) và (2;) song song. 
c) Tìm z để hai đường thẳng (đ¡) và (đ;) trùng nhau. 
Cho ba đường thẳng (đJ) : 2x + 3y=— 4; 
(d›):3x+y=1; 
(đ3) : 2mx + 5y = m. 
a) Với giá trị nào của ơm thì (đ¡), (đ;¿), (d:) đồng quy tại một điểm 2 
b) Với giá trị nào của mm thì (đ;) và (4;) vuông góc với nhau ? 
Viết phương trình của đường thẳng trong mỗi trường hợp sau :, 


a) Cất trục Óx tại điểm có hoành độ là 5 và cắt trục Óy tại điểm có tung 
độ là — 2. 


b) Đi qua hai điểm A(1 ; ~-1) và 8Q ; 5). 
Giải các hệ phương trình bậc nhất ba ẩn : 


x+y=25 2x+y+3z=2 
a)y+z=30 b) -x+4y-6z2=5Š 
z+x=29; 5x—y+3z =_-35. 


Sử dụng máy tính bỏ túi để tìm nghiệm gần đúng của hệ phương trình sau 
(chính xác đến hàng phần trăm) : 


4x+xl2y+z= (\42+l)x+y+ 3z = —I 
a) M3x + 3y +2z = 42 b) x+2y+A5: = V2 
x+X5y+3z = V3; M3x + (3 +y-— z = V5. 
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3.48. Có ba lớp học sinh 10A, I0B, I0C gồm 128 em cùng tham gia lao động 
trồng cây. Mỗi em lớp 10A trồng được 3 cây bạch đàn và 4 cây bàng. Mỗi 
em lớp 10ð trồng được 2 cây bạch đàn và 5 cây bàng. Mỗi em lớp 10C 
trồng được 6 cây bạch đàn. Cả ba lớp trồng được là 476 cây bạch đàn và 
375 cây bàng. Hỏi mỗi lớp có bao nhiêu học sinh ? 

3.49, Bài toán cổ. Hãy giải bài toán đân gian sau : 

Em đi chợ phiên 

Anh gửi một tiền 
Cam, thanh yên, quýt 
Không nhiều thì ít 
Mua đủ một trăm 
Cam ba đồng một 
Quýt một đồng năm 
Thanh yên tươi tốt 
Năm đồng mộit trái 


Hỏi mỗi thứ mua bao nhiêu trái, biết rằng một tiền là 60 đồng ? 


§5 MỘT SỐ VÍ DỤ VỀ HỆ PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI HAI ẨN 


Giải các hệ phương trình sau 


2x-y-7=0 4x+O0y=6 
3.50. a) Ø8 ) 5 
y-x +2x+2y+4=0; 3x“ +6xy-x+3y=0; 
2x2 +x+y+]1=0 : 
x? + 12x + 2y + 10 = Ô. 
(x+>y+2)2x+2y—-l)=0Ô Đ) (x+2y+])(x+2y+2)= 
3x? . +5=0; xy+y“+3y+1=0. 
3(x+y)= 
3.52. a) x” + xy + yŸ =7 b : : 
x+xy+y=5; x“¿.+y =160; 
vì }P + —x—y=102 
xy+x+y=Ó9. 
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3.53. a) 2x2 y2 =1 b) x2 +y? =25— 2xy 
xy+x°=2; yŒ + y) = 10; 


_ 2(x + y)° + 2(x — y)? = 5Ÿ - y^) 
x°+ y = 2Ú. 


BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG II 


3.54. Phương trình dạng 2x + b = 0 (ấn x) vô nghiệm trong trường hợp nào, có 
vô số nghiệm trong trường hợp nào 2 


Ấp dụng. Tìm các giá trị của tham số m sao cho phương trình 


mí(m — 2)x = m 
a) Có nghiệm duy nhất ; b) Vô nghiệm ; 
c) Có vô số nghiệm ; đ) Có nghiệm. 
3.55. Cho hệ phương trình 
ax +by=c ` . M... — 
I (ấn là x và y) thoả mãn điều kiện đ bc' z# 0. 
ax+by=c' 
Chứng mninh rằng : 


a) Nếu ¬ : m thì hệ (I) có nghiệm duy nhất. 


b) Nếu = = Lã + bến thì hệ (I) vô nghiệm. 
a b le 


gï'NKH-Ƒ é =c the đ9côvôs2aphiễnh 
a b c 

Ấp dụng. Tìm các giá trị của tham số 4 sao cho hệ phương trình 

ướt =4 


x+(a—l)y =2 


~ 


có vô số nghiệm. 
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3.56. 


2,51: 


3.58. 


3.59. 


3.60. 


3.61. 


3.62 


68 


Giải và biện luận các phương trình theo tham số zm : 

a) (2m — 1)x ~ 2=m~ Áx; b)m (œx—1)+1= — (4m+3)x; 
©) m{x + 1) =m”— 6-— 2x. 

Giải và biện luận các phương trình theo tham số ø : 


VỂ 12 38M0)22m8)2DCP TẾ TT b) ứn — Dứựn + 2)x _ 


2, 
= 2x+1 lá) 


a) 


Giải các hệ phương trình : 


2x-y+3:=4 x+y=l6 
a) ‹3x—2y+ 2z =3 b) y+z=28 

5x—-4y=2; z+x=22; 
¿ Jx~|=2 

2x— y =¬~—]. 


— ])x +(m + ])y = m 
Ehoii pin 7 na 
(3 T— m)x + 3y = 2. 


a) Tìm các giá trị của ø để hệ phương trình có nghiệm. Khi đó, hãy tính 
theo z các nghiệm của hệ. 


b) Tìm nghiệm gần đúng của hệ, chính xác đến hàng phần nghìn khi 
m= Th) - 2. 

Giải và biện luận các phương trình theo tham số 7m : 
a)|2x+m|=|2x+2m-— 1|; b)|mx+ 1L |=|2x—m—3|; 
€) wx — 2)(2x + 4) =0. 

Giải các phương trình 


2 

=|ã[=1ế 

WTẻ - - . b) = h 
x3 


=9 ¡i3 ion : 


. Sử dụng đồ thị để biện luận số nghiệm của các phương trình sau theo tham 


SỐ k: 


a) 3x” ~ 2x =k; booktoancom  B)zẨ-3|x|=k+1=0. 


3.63. 


3.64. 


3.65. 


3.66. 


Cho hàm số y = x” + x ~ 2 có đồ thị là parabol (P), hàm số y = 3x + & có 
đồ thị là đường thẳng (2). 
a) Hãy biện luận số nghiệm của phương trình xt*<2œ 3d k, từ đó 
suy ra số điểm chung của parabol (P) và đường thẳng (đ). 
b) Với giá trị nào của & thì đường thẳng (đ) cắt parabol (P) tại hai điểm 
nằm ở hai phía khác nhau của trục tung 2 
c) Với giá trị nào của & thì đường thẳng (2) cắt parabol (P) tại hai điểm 
phân biệt ở về cùng một phía của trục tung. Khi đó hai điểm ấy nằm ở 
phía nào của trục tung ? 
Cho hai phương trình x—5x+k=0 (l) và xˆ—~7x+2k=0 (2}. 
a) Với giá trị nào của & thì phương trình (1) có hai nghiệm và nghiệm này 
gấp đôi nghiệm kia ? 
b) Với giá trị nào của & thì phương trình (2) có hai nghiệm x; và +; 
thoả mãn xỶ + x2 = 257 
c) Với giá trị nào của & thì cả hai phương trình cùng có nghiệm và một 
trong các nghiệm của phương trình (2) gấp đôi một trong các nghiệm của 
phương trình (1) ? 
Giải các hệ phương trình sau : 
đÌ 2x7 - w+3y? =/A4@ + 12ý=1l 

x—y+Ì1=Ô; 


lai -5y_-3)=0 
b) 
x—-3y=l; 


x2 +y2 +2x(y - 3) + 2y(xT-3)+9 =0 
2(x+y)-xy+6=0; 


x°+yˆ=2(a+1) 


Cho hệ phương trình D 
(x+ y) =4. 


a) Giải hệ phương trình với a = 2. 


b) Tìm các giá trị của z để hệ có nghiệm duy nhất. 
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GIỚI THIỆU MỘT SỐ CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM KHÁCH QUAN 


3.67. 


3.68. 


3.69. 


3.71. 


70 


Trong các bài từ 3.67 đến 3.71, hãy chọn phương án trả lời đúng trong 
các phương án đã cho. 


] 3- 2x 


Điều kiện xác định của phương trình x+———— -= là 
Co yÿ. JxaA  * 

(A) x>_-2và x #0; (B) x>~2, x #0 và x SỐ: 

(C) x >_-2và x< š : (D) Không phải các phương án trên. 
Cặp (x; y) = (1; 2) là nghiệm của phương trình 

(A)3x+2y=7; (B)x -2y=5; 

(Œ)0.x+3y=4; (D) 3x+0.y= 2. 

, ‹ 3x+á4y=_—5 „ 
Nghiệm của hệ phương trình 
—-2x+ y=-4 
1 -7 
A)q;-2); 'Ẻ DI ai 
(2300 m2) (B) Ẹ n ] 
-] “ 
(©) (3:-$} ÉP) D2 -1NJ 
. Cho phương trình bậc hai 2x? + bx+c =0có hai nghiệm x¡,x; cùng 

khác 0. 

Phương trình bậc hai nhận và = làm nghiệm là : 

1 2 
(A) cœx)Ở+bx+a=0; (B) bx” +ax+c =0; 
(C) cv”) +ax+b= 0; (D) ax” +cx+b =0. 
¬ s„ ỚP+1)x—1 
Tập nghiệm của phương trình =¬_. = 1 trong trường hợp m # 0 là 
l 
Als= 3 l (B)S= Ø; 
" 

()S=; (D) Không phải các phương án trên. 
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Trong các bài 3.72 và 3.73, hãy ghép mỗi dòng ở cột trái với một dòng ở 
cột phải để được một khẳng định đúng. 


3.72, Cho phương trình x” + 2mx + mỸ -2m—1=0. 


3.73. Cho hệ phương trình 


ä) Nếu s3 = L) thì phương trình đã cho vô nghiệm. 


2) thì phương trình đã cho có vô số nghiệm. 


b) Nếu m < —` 


3) thì phương trình đã cho có một nghiệm kép. 


. =ỉ 
c) Nếu m =-—~ 4) thì phương trình đã cho có hai nghiệm phân biệt. 


mx + 9y =6 
X + my = —2. 


1) thì hệ phương trình đã cho vô nghiệm. 


NN 2) thì hệ phương trình đã cho có một nghiệm. 

b) Nếu m = ~ 3 3) thì hệ phương trình đã cho có vô số nghiệm. 

c) Nếu m # + 3 

4) thì hệ phương trình đã cho nghiệm đúng với mọi giá 
trị của hai ấn. 


C. ĐÁP SỐ - HƯỚNG DẪN - LỜI GIẢI 


3.1. 


3.2. 


a)S= {3]; b7 = |5}. 
c) Không có số thực nào thoả mãn đồng thời hai điều kiện x > 0 và 
—x- 2>0. Vậy phương trình vô nghiệm. 
đ) Phương trình vô nghiệm. 
a) Điều kiện xác định của phương trình là O < x < 4. Thử trực tiếp các giá trị 
của x thuộc tập (0; 1 ; 2 ; 3 ; 4J vào phương trình, ta thấy phương trình có 
các nghiệm x = Ô; x = 4 và x= 2. 
b) Điều kiện xác định của phương trình là - 2 < x < 2. Thử trực tiếp các giá 
trị của x thuộc tập {~2 ; =1; 0; 1; 2 } vào phương trình, ta thấy phương 
trình có một nghiệm x = Ô. 
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3.3, 
3.4. 
đuo: 


3.6. 


2.‹ 
3.8. 


1.5, 


3.10. 


3.11. 


T2 


a) Vô nghiệm. b)x=-3. 
a) Không ; b) Có ; c) Không ; đ) Không ; e) Không. 
a), b), c) và ©). 
a) Ta thấy khi x = I hoặc x = 2 thì x”— 3x + 2= 0. Do đó x = 1 và x= 2 là 
hai trong các nghiệm của phương trình đã cho. Nhưng sau khi biến đổi, ta 
được phương trình x + l = 1 ; phương trình này không nhận x = l1 và 
x= 2 làm nghiệm. 
b) Sau khi biến đổi, ta được phương trình (x + 4) = (Vx—1)ˆ Phương 
trình này không nhận x = I làm nghiệm, trong khi x = I là nghiệm của 
phương trình ban đầu. 
Chú ý. Hai bài toán trên cho thấy : Nếu chia cả hai vế của một phương 
trình cho một biểu thức thì có thể làm mất nghiệm của phương trình. 
a)x=—lvàx=-2; b)x=l; c)Vônghiệm; d)x= 2. 
Điều kiện của phương trình là - xŸ - (y + 1)” > 0 hay xŸ + y + D <0. 
Điều này tương đương với x = (y + l1) =0, tức là (x; y) = (0; —1) (vì nếu 
trái lại, em hãy chứng minh rằng ta luôn có #“# (y+ ỤŸ > 0). Thử trực 
tiếp x = Ö và y = —l vào phương trình, ta thấy cặp số (0 ; —1) đúng là 
nghiệm của phương trình đã cho). 

| 
In - 
A) 2qx~ 1=x+a«©(2a- 1)x=q+ ]. 
Phương trình đã cho có vô số nghiệm khi và chỉ khi Hộ II 
Không có số đ nào thoả mãn điều kiện này. 
b)g= 5. _ 
a) (x — m)(đœ- 1) =0 ©x— m = 0 hoặc x— l =Ũ © x=m hoặc x = l. 


Vậy phương trình chỉ có một nghiệm khi ø = l. 


b) m # 0 và m # l. booktoan.com 


3.12. a) Ta có : 


3.13. 


3.14. 


2mx = 2x +m + 4 © 2(m-— ])x= m +4 (1) 
— Với m ~ | # 0 hay m # I, chia hai vế của (1) cho 2n — 1) ta được 
m+4 


2(m — ]) 
— Với m —] = 0 hay m = 1, phương trình (1) trở thành 0.x = 5, vô nghiệm. 


b) Phương trình có nghiệm duy nhất x = - ( + 1) khi m # 1, nghiệm 
đúng với mọi x khi m = l. 


a) Do x = 2 là nghiệm nên thay vào phương trình ta được : 
4(2mÌ ~ Tm + 5) + 6m — (5m ~ 2m + 8) = 0 hay 3m” — 20m + 12 =0. 


` ` ` ` Z 2 °¿ 
Giải phương trình trên (ấn là zz) ta có kết quả z e ks 3 


Với mm = 6, phương trình đã cho trở thành 
35x” +18x — 176 =0 
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và có hai nghiệm là xị = 2 vàx; = _. 


VỚI m = : , phương trình đã cho trở thành 


lÍ:s 80 — 
s 2 KD, 
40 


và có hai nghiệm là xị = 2 và x¿ = Hiền 


. . 
b) Với m = 1, nghiệm thứ hai là : ; VỚI H1 = _ nghiệm thứ hai là sọ 


| 
a) Nếu z = 0 thì phương trình có nghiệm x Em 
Nếu mi # O thì phương trình có A'= 1 — m. 
+ Nếu 1 — m < 0 tức là m >1 thì phương trình đã cho vô nghiệm. 
+ Nếu 1 - m = 0 tức là m = I thì phương trình đã cho có một nghiệm kép 
x=-—I. 
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+ Nếu I— m > ÔÖ tức là m < 1 thì phương trình đã cho có hai nghiệm 


phân biệt 


~l—=N]l—m _, —l+Vl—-m 
ĐEN SN. :aytr tt 


+1 
Vậy, với m e (— œ ; 0) \J (Ô ; 1) thì phương trình có hai nghiệm 


—l-v]Ì—m `. -]+Vl—m 


X:=— Xa= 
m ' „ 


Với zm = 0, phương trình có nghiệm x = 5: 


Với m = 1, phương trình có nghiệm kép x = - 1. 
Với m 6 (1 ; +), phương trình vô nghiệm 
b) Phương trình có A' = 9 - 2(3m — 5)= - 6m + 19, 


Với m e E „+ «|, phương trình vô nghiệm. 
_ 19 : F : : 3 
Với m = ra phương trình có nghiệm kép x =5 


VỚI mm € [—= h ) phương trình có hai nghiệm 


6 
3-vVl9-6m _ 3+ v19 -ốm 
DI HETEERED ..TEWNET 


c) Với m= —1, phương trình có nghiệm x = 3. 


Với m # —1, phương trình có A = (2m + L)” - 40m + 1)0n — 2) = 8m + 9. 


Do đó, với m € [-= = ải phương trình vô nghiệm. 


Với zm = ¬5› phương trình có một nghiệm kép x = 5. 


Với m e (-5 ì 1 2 (1 ; +), phương trình có hai nghiệm 


= 2m + 1— J8m +9 TC 2m + 1+ \ầm + 9 
s 2(m + 1) s 2(m + 1) 
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đ) m” — 5m — 36 =0 œ m= —4 hoặc m= 9 


Với m= - 4, phương trình trở thành Ôx = 1 nên vô nghiệm. 


Với m = 9, phương trình trở thành —26x + I = 0 nên có nghiệm x = se: 


Với £ {—4;9}, ta có 

A' = (m + 4)? — (m” — 5m — 36) = 13m + 52_ Từ đó suy ra : 
Với m e ( —o ; —4], phương trình vô nghiệm . 

Với m e ( —-4; 9) Q2 (9 ; +), phương trình có hai nghiệm 


_ #t+4~ 130m + 4) `. m+ 4+ vJ13(m + 4) 


m” — 5m — 36 m” — 5m — 36 
Với m = 9, phương trình có nghiệm x = s 
4 
3.15. a)m e {0;4} : b)m = 3” 
+ 
©)m € “23: đc 


3.16. Hoành độ giao điểm hai parabol là nghiệm của phương trình 
X” +mxwÑ=x”+x+m, 
Phương trình trên tương đương với phương trình (l — m)x = § — m. 
Từ đó suy ra : 
Nếu m = 1 thì hai đồ thị không có điểm chung. 
Nếu m # l thì hai đồ thị có một điểm chung. 
3.17. a) Gọi nghiệm thứ hai là x;. Theo định lí Vi-ét, ta có : 
7+*ạ =Ứm 
lW = 2], 
Giải hệ trên ta được xạ = 3, zn = 10, 
b) x„= 12 ;m= -36. 
C)Xz= = „1= T- 
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3.18. Theo định lí Vi-ét ta có xị + x¿ = 3 #3 = - (dễ thấy hai nghiệm 


đều dương). Do đó : 


3 
Âm. 3 J1 l5) đ7) 
a) XI + Xj= ŒXị +xs) =#:y Di +Xa)= 3) 3-2-5 = _. 
34 
b) xị + x2 = [Ới + xa)” — 2xjx¿ŸŸ - 2x£x2 = _ 
4 _ 4 7 
C) Xị — x; = (XỊ —12)(ị + X2)[(XỊ + X¿)“ — 2 xi3a]. 
Ta có : 
v17 
(Xi— xa) =Œị + Ÿ — 4x#i.Xạ—> lxị =. | SàN 75 
Giả SỬ xị < x¿, La có 
XịT— x;E _XĨ Do đó xjế— xu = Tn, 
2 l6 
Đối với trường hợp x¡ > xạ, ta có „; — ấ) = “VI 
269 
d) ——_. 
) 26 
"_h"-‹. ẽm ...= n...... "xã... 
G l; x2] + XI 5 x 2XI 2 xịx 2XIX2 


3.19.mm= +42 +5 đợi ý. Điều kiên để phương trình có nghiệm là : 
A'=m” -4>0<> lml> 2. 


Theo định lí Vi-ét, ta có 
XIX2 = 4 


2 
XI ĩ X2 l 1¡ +3) |Gị + x2) —2xix; | 
H08 lâu mm... - — 
X2 * XI32 XI 32 
(4m? -8)Ÿ _ 
= = 


booktoan.com 
76 


2 2 
Ta có 2] (Z] =3 © (4m2~8)? =80 ©m°- 2) =5 ©mˆ=2+ X5 
*ị 


=m=+4|2+J5_ Các giá trị này đều thoả mãn điêu kiện || > 2. 
3.20.a c {-3;9} Gợi ý. Điều kiện để phương trình có nghiệm là 


A=(a+1)"-8(z+ 3) >0 ©z?~ 6a — 23 >0. (*) 
Gọi hai nghiệm của phương trình đã cho là xị, x; (giả sử x¿ > xị) 
4+] 

xị †X¿ =—2 
Theo định lí Vi-ết ta có 

sẽ. 

12. — 2 

Do x;¿ ~ xị = 1 nên (x; — xÙ = #3)” — 4x¡#¿ = Ì, suy ra 
(2+ UỂ 


-2(a+3) =1 ©a°- 6a- 27=0 & a=9 hoặc ø = —3 


Rõ ràng cả hai giá trị này đều thoả mãn (*) vì a7” - 6ø - 23 = 4 > 0. 


p? ể b? - 2ac 


3.21. a) #“ + #.ˆ = (xì + xì? = 2 Xt.X2 =——>-2—= 
2 4a 2 
a q 
3 
3 3abc —b 
b) *q + N —= (Xụ + xì” —3 XIX2(XI + x2) =—=—=-— ¿ 
ã 
1l . Ì_ +#j+# b 
XI X2 *ịX2 lổi 


2 2 2 
a2 4 a 


3.22. k= 3. Gợi ý. Gọi xị, x¿ là hai nghiệm của phương trình . 


Áp dụng định lí Vi-ét và theo yêu cầu bài toán ta có x; = — và 
| 


. lH .... 
= X; ——= 
| 2 | x 


=Ì T~#” 
*#¿ =x¡| —|=-~l= 2 
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gê; 


s.aa: 


3.24. 


3.25. 
3.26. 
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Từ = —ltacó Èˆ=9, đo k>0 nên k= 3. 


5— đ41 5S+A41 
4 4 


yŸ⁄2— 


Với k = 3 nghiệm của phương trình là xị = 


Gọi xị, x; là hai nghiệm của phương trình : (k + 2)x” -2kx - k = 0 thoả 
+ 
mãn yêu cầu bài toán. Khi đó “L—^2 


Say “UK : 
XI † SAU TH) nen TT 0009 ẺWớn 


Suy ra không tồn tại k thoả mãn bài toán. 


= l nên xị + xạ= 2 Ngoài ra 


Gọi xị, xạ là hai nghiệm của phương trình sao cho xị > x; 
Khi đó, do a > b > Ö nên 


ị —3⁄+ — &- + NƠI + x;)? — Axixs — 4x⁄qxX¿ = — 
Ế — _a-b 
T- 
+ = 
Xị † 1y = —— — 
a+b 
Suy ra tỈ số giữa tổng và hiệu hai nghiệm bằng ¬—? 


a) Xe lIux=12(/D)YŠS22,3=5153.0013=1z3 /dids<z5. 
Đặt y = xỶ, ta có phương trình bậc hai 
ay? + by+c=0. (Ù 
a) Phương trình trùng phương đã cho vô nghiệm nếu và chỉ nếu 
° Phương trình (1) vô nghiệm, tức là A = b“ — 4ac < 0, hoặc 
- Phương trình (1) chỉ có nghiệm âm, tức là A > 0, ac > 0 và ab > 0 


(°>ow-2 <0], 
a a 


b) Phương trình trùng phương đã cho có một nghiệm nếu và chỉ nếu 
phương trình (1) có một nghiệm y = 0, nghiệm kia không dương, tức là 
c =Ũ và ab> 0. booktoan.com 


c) Phương trình trùng phương đã cho có hai nghiệm nếu và chỉ nếu. 

» Phương trình (1) có một nghiệm kép dương, tức là A = Ö và ab < 0, hoặc 
- Phương trình (1) có hai nghiệm trái dấu, tức là ac < 0. 

đ) Phương trình trùng phương đã cho có ba nghiệm nếu và chỉ nếu 


phương trình (1) có một nghiệm y = 0 và nghiệm kia dương, tức là c = Ö 
và ab < 0. 


e) Phương trình trùng phương đã cho có bốn nghiệm nếu và chỉ nếu 
phương trình (1) có hai nghiệm dương, tức là A > 0, ac > 0 và zb < 0. 
3.27. a) Điều kiện : x z 1, đưa phương trình về dạng 2x = 3 + 4 (1) 

— Nếu ø = 0 thì (1) vô nghiệm nên phương trình đã cho vô nghiệm. 


- Nếu zz:0 thì (1) © x =Ý “Ế, 


3+4 3+a 


Nhận thấy #1, Vậy xe= 


là nghiệm của phương trình đã cho. 


b) Điều kiên : x # 2, đưa phương trình về dạng 
(a — 3)x = 4a — 7. @) 
— Nếu a = 3 thì (2) có dạng Ox = 5 nên phương trình vô nghiệm 


: 4a — Hà Ha : 
— Nếu a # 3 thì (1) x= — Xét điều kiện x # 2, ta có 


SH CN Tụ TU TT 
a-3 ) 
Do đó, nếu Z =5 thì z= . bị loại. 
Kết luận. Với a = 3 hoặc a = ¬ phương trình vô nghiệm. 


4a — 7 
Với a # 3 vàa # 3: phương trình có nghiệm x = ¬= : 


c) Với a = 0, phương trình vô nghiệm. 


: P a—6 
Với a z 0, phương trình có nghiệm x = SN 


Ĩ 
3.28. a)x _= 12. 
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3.29. 


3.30. 
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b) W(Œx + 3” =l2x - 1© |x+3| = Ì2x- 1| 
&$x+3=2z- l hoặc x + 3 = l - 2x <>x=4 hoặc x “TẾ. 

c) Biến đối phương trình về dạng x(x - 1) = 0, do đó x = 0 hoặc x = 1. 
đ) Điều kiện : x # +1, x # 14, x 0. Ta có : 


I+xz“Ở-Ý(-x1-x 3 ¬.1. 
I—x? ` 2x l4-x l+x  l14-x 


©> 5x = 25 <>x = 5 (thoả mãn điều kiện). 


a)x=2 +6 ; ..: 9x {2 xÌ 


a) Nhận thấy x = 0 không phải là nghiệm, nên phương trình đã cho tương 
đương với phương trình : 
4 5 3 
+ =—~ 


#e #I Đá e5 š 
* * 


3 
Đặt y=x+ P ta nhận được phương trình 


4 5 3 
=.-..... 1. -‹ * 
y+li y5 2 C2 


2 
, 24 ` + 2y = 1S 
Biến đổi phương trình (*) thành ——“*“— 2> 
muuôc @+Đ@-~® 


hai nghiệm y¡ = —Š5, y› = 3. Từ đó dẫn đến hai trường hợp sau : 
ộ HE 
= —5+1+ 
nước =8 Ì +5x+3=0 . = l3. 


= 0. Phương trình này có 


x0 

3 v = 

“x+— =3 œ1” kưG: ° phương trình vô nghiệm. 
* lxz0Ô 

: -5+ 
Kết luận. Phương trình có nghiệm x = _ 
b)xe ‹-4;-— = : 
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3.31. 


3.32. 


. -4 . P2 
a) Với m # 0, phương trình có hai nghiệm x = 3. VÀ = 


Với m = 0, phương trình vô nghiệm. 
b) Với z„ = 0, tập nghiệm Š = {0}. 


với m # 0, tập nghiệm § = [an mi 


a) Với m = 1 hoặc m = Š. tập nghiệm § = l1: 


5 Ä. | 
Với = h 35 ——., 
ới m # Ì và m # ~, tập nghiệm Š p: ï 


b) Điều kiện là x # 3m. Khi đó ta có 
(x + l)Œnx + 2) = Ö © x+ l =0 hoặc mx + 2 =0. 
1)x+l=0<>x=- l1. Xét điều kiện x # 3n, ta có : 


3m =— 1€» mm = =4. Do đồ nếu m = =5 thì x = — L, bị loại. 


1) mx + 2 = Ö < mx = — 2. (D 
— Nếu ø = 0 thì Ö.x = — 2 (vô l0, phương trình này vô nghiệm. 


— Nếu m z 0 thì (1) có nghiệm x = _. 
=: ¬.. cân : : 

Nhận thấy nh # 3m VỚI mỌiI mz: nên x = " là nghiệm của phương trình 
đã cho. Lại có = = -l © m =2. Từ đó ta có kết luận sau : 
Kết luận 

_ . | : ” 
Với m z0, m # 2 và m # —+, tập nghiệm là à= HN, . 
Với m = Ö hoặc m = 2, tập nghiệm là § = { —1)}. 


VỚI m = ~4i tập nghiệm là § = {6}. 


â : 1... 
c) Với m #5 và m z 0, tập nghiệm — ;ÿ VỚI SH hoặc 
m = 0Ö, tập nghiệm S = Ở. 
kiện là x # +1. = = 2 
Gợi ý. Điều kiện là x TƯA, phương trình về dạng (2m — !)x = l + 2m. 
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3.34. 
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Đặt PQ = MN = x(Ö < x <4) 

Theo định lí Ta-lét ta có (h. 3.1) 

"..ˆ.. 

BC. AH\_ AC 

..¬. (4=) 
a h a 


Điều kiện Ä{N + !H = p cho ta 
(a — x)h 


phương trình x + = p hay 


(a - h)x = a(p — h). (1) Hình 3.1 

— Nếu a = h thì phương trình (1) vô nghiệm khi p # ở, nghiệm đúng với 
mọi x khi p = h. Điều này có nghĩa là : 

+ Khi tam giác nhọn 45C có AH = BC và p + AH thì không có hình chữ 
nhật nào thoả mãn điều kiện của bài toán. 


+ Khi tam giác nhọn ABC có AH = BC và p = AH thì có vô số hình chữ 
nhật thoả mãn điều kiện bài toán với cạnh x (0 < x < đ tuỳ ý). 


— Nếu a z h thì phương trình (1) có nghiệm duy nhất x = _- 
Xét điều kiện 0 < x < a hay 

0< SE— ca, (2) 
Vì a z h nên có hai trường hợp : 
+ Nếu a > h, ta có (2) ©0<p-h<a-h«œ>h<p<a. 
+ Nếu a< h, ta có (2) ©0>p—-h>a-h<a<p<h. 
Điều này có nghĩa là, giá trị x = `=. là nghiệm của bài toán khi và 
chỉ khi p nằm giữa a và h. 
a) a7°+b”+0,c=0; b)b=0,z#0;c#0; 
c)a=D0,c#+,b+0Ú; d)azaZ0, b=c=0; 


6)=c=UŨ, b#0ÚŨ;: booktoan.con8) #0.  ?#0,cz0. 
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=ồs 
y 3.) y 
xe 
NI đ) _ 
3 
yeR, J—~a* 


Minh hoạ tập nghiệm bằng hình 3.2 a, b, c, d. 


b) 


Ninh 32 


= 
3.36. a) Nếu zm = 0 thì phương trình có vô số nghiệm Ð) 


ˆ — 5 

Nếu m = 1 thì phương trình có vô số nghiệm Ì 
yeR. 

xekR 
Nếu mm # 0 và m # 1thì phương trình có vô số nghiệm 5 — my 
7ˆ "m—] 
xeR 
b) Phương trình vô nghiệm nếu 7z = 0 ; có vô số nghiệm 


nếu # z 0. booktoan.com đái 
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3.37. a) Ta có : 


3 II” . 
D= =-l19;D,= ..: In 
— -3 7 lộ 
4 D, : _D, 38 = 
nụ ến 


Hệ phương trình có.nghiệm duy nhất (x; y) = (— 1 ; — 2). 
b) Hệ vô nghiệm. 


x=l xx0/24 „ x..'.  x. 
3.38. a) b) (sử dụng máy tính bỏ túi). 
yx~0,47; yz1,23. 


3.39. a) Ta có D = (2 + 1)(2- 2) ; D„=— (4+ 1); Dy= (— 1)(2 + D). 
xĨ 
n= 


X= 
® Với a+— ] và a# 2 thì Dz0, hệ có nghiệm duy nhất 


® Với a = — 1, hệ đã cho tương đương với phương trình —x + 2y = l nên có 
xeR 

vô số nghiệm . 
y=—5 


« Với a =2, hệ trở thành làn —" cu vô jzilêinh 
x+y=2 
_.“ 
2a—] 
— =) ˆ 
mg? 


b) Với a # 0 vàa # 5: hệ có nghiệm duy nhất: 


Với a = 0, hệ có vô số nghiệm “le 
1 
2 


Với a = ~, hệ vô nghiệm. 


€) Với a #0; a # 2, hệ có nghiệm duy nhất 
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3.40. a) 


Với a = 0, hệ vô nghiệm. 


Với z = 2, hệ vô số nghiệm =. 
y=23~31. 


d) Điều kiện : x # y. Biến đối hệ phương trình về dạng : 
(3—a)x+(2+a)y=0 
l | 4+ 4)y 
3x—-2y= 4. 
Ta có D=-az- 15 ;D,= ~a(3 + a) ; D, = a(3 - 4) 


_ g3+ 4) 
_— g+l§ 

_ d(a— 3), 
— #+15 ` 


s Với a#— 15 thì D z0, hệ (I) có nghiệm duy nhất 


a3 + 4a) _ a(a— 3) — 


Nhận thấy rằng  . ©S+a=0, 


nên khi a z 0 thì x # y, khi đó nghiệm của (I) cũng là nghiệm của hệ 
đã cho. 

s Với a=~— 15 thì D= 0, D, z 0, D, z 0, hệ (1) vô nghiệm nên hệ đã cho 
vô nghiệm. 

Kết luận. Với a # 0 và a # — 15, hệ có nghiệm duy nhất : 


a3 + 4) _ a(a ~ ”] 
a+15 ` a+15 / 


(x,y)= [ 
Với a = 0 hoặc ø = ¬ 15, hệ vô nghiệm. 


[3|x|+ 5y — 9 =0(1) 
2ÿ =|y|=7, (2) 


Từ (2) suy ra 2x = 7 + |y|, nên phải có x > 0. 


+5y=0 +=13 


3x 
Nếu y >0, hệ có dạng Ũ Khi đó 


x-y=7 Ề 
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3.42. 


86 


26 
. : 3x+ấy =9 Là, lx=5 x 
Nếu y < 0, hệ có dạng Khi đó (thoả mãn) 
2x+y=7 3 
"=“... 


§ TỦ. - sa) 
Hệ có nghiệm duy nhất (x ; y) C- : S) 


b)|x|=a+ 1 

Nếu z¿ > -I thì x = ‡ (ø + I), hệ có hai nghiệm là ( + l ; 22 + 7) và 
(—a T— 1; 3.— 24). 

Nếu a =—] thì |x| =0 © x =0, hệ có nghiệm là (x; y) = (0; 5). 
Nếu ø < -—1 thì |x| = a + l <0, hệ vô nghiệm. 

Ốu + 5v = 3 


Đặt _ =H cC = v, hệ đã cho trở thành 
__* y 9u — 10v =1 


: l1 1 
hệ này có nghiệm duy nhất (u ; v) = Ề : s] : 
Từ đó nghiệm của hệ phương trình đã cho : (x; y) =  ; 5). 


3, -#7 "¬.".. 
70 ` 140 x~2y 'lx+2y- 


b)(x: y) =Í }_Gøi ý. Đại 
Gọi vận tốc dòng nước là x (km/h), vận tốc của canô là y (km/h). (Điều 
kiện y > x > 0). 

Khi đó, vận tốc ca nô đi xuôi đòng là (y + x), vận tốc ca nô đi ngược dòng 
là (y—x). 


135 63 

+ mm 

++ hủ y—-x* 

108 84 
+ 


x+y y—x 


Ta có hệ phương trình 


Giải hệ tìm được + = 3 ; y = 24. 
Trả lời. Vân tốc thật của ca nô là 24 kmjh ; 


Vận tốc dòng nước là #Ptđbm 


3.43. 


3.44. 


3.45. 


3.46. 


3.47. 


Ớn—x+y =5 


Xét hệ phương trình 
tị F lh + my = 10. 


Ta có D= (m + Lứn — 2), D, = Sứm — 2); Dy = IOứn — 2). 

a) (đi) và (đ;) cắt nhau © D # 0 &Ằ m #— ] và m # 2. 

b) (2)) // (dạ) © D =0 và D, # 0 (hoặc D, # 0) © m =— l. 

C) (đi) và (đ;) trùng nhau  D= D,= D,= 0 © m = 2. 

a) (4), (đa) và (đ;) đồng quy khi và chỉ khi hệ phương trình : 
2x+3y=-4 (I) 
3x+y=l (2) 
2mx + 5y = m (3) 

có nghiệm duy nhất. Giải hệ phương trình gồm (1) và (2) tìm được x = L; 


y=~—2. Thay vào (3) tìm được z = 10. 


=., F 
b) (đ;) L (đạ) © -3)=°“ _". = 


a)2x—S5y= l0; 
b)y>= 3x - 4. 


4) (x; y; 7) = (12; 13 ; 17). Gợi ý. Cộng vế với vế của ba phương trình 
trong hệ, dẫn đến 


x+y+z=42. 


Từ đó dê dàng suy ra x = 12; y= 13;z= l7. 


g¿ x 
b) (x;y;z) =1; 2:3). Gợi ý. 


2x+y+3z =2 —x+ 3y —-ố62 =5 = 
—=x+4y-6?z=5 © _-3x+2y=7 © |x=-Il 
35x_-y+3z=-—59 8y = l6 =2. 
Sử dụng máy tính bỏ túi : 
x>~ 0,42 xz—L18 
I} 3M cuối b) y ~ 1,62 
z>~~l,45; z => 0,14. 
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Gọi số học sinh của lớp 10A, 10B, 10C lần lượt là x, y, z. 
(Điều kiện : x, y, z nguyên dương) 
Theo đề bài, ta lập được hệ phương trình 


x+y+z=128 q) 
3x+2y+ 6z = 476 (2) 
4x + 5y = 375, 6) 


Dùng phương pháp khử đần ẩn số : nhân hai vế của (1) với — 6 rồi cộng 
vào phương trình (2), ta được hệ phương trình : 


x+y+z=l2ã8 
3x + 4y = 292 
4x + 5y = 375. 


Từ hai phương trình cuối tìm được x = 40 ; y = 43. Từ đó thế vào phương 
trình đầu tìm được z = 45, (thoả mãn điều kiện bài toán). 
Vậy lớp 10A có 40 em, lớp 108 có 43 em, lớp 10C có 45 em. 
Gọi số cam, quýt, thanh yên lần lượt là x, y, z quả. 
(Điều kiện : x, y, z nguyên đương nhỏ hơn 100). 
Theo đề bài, ta lập được hệ phương trình 
x+y+z=100 (Œ) 


3x + 2 + 5z = 60, (2) 


Từ (1) và (2) suy ra 7x + 12z = 100 7Œ — 16) = —12( + I). 
Ì - 16 = -l2k x=-l12k +l6 
Vì vậy 


(keZ)<© 
z+]=7k z=7k—]. 


Để x, y nguyên dương thì & = 1. Từ đó tìm được x = 4; y = 90 ; z =6 
(thoả mãn điều kiện bài toán). 

Vậy có 4 quả cam, 90 quả quýt và 6 quả thanh yên. 

a) Thế y = 2x — 7 vào phương trình thứ hai dẫn đến phương trình bậc hai 
của x. Từ đó hệ có nghiệm là Í _ 3] và (3; -1). 


14 
b) Tương tự, thế y = ệ có nghiệm là ( -3 ; 2) và - Zn .) 


= »: toan.cđom 9 


c) Nhân phương trình thứ nhất với 2 rồi trừ vào phương trình thứ hai ta được 


3x? — 10x— 8=0. Từ đó hệ có nghiệm (4; —37) và K = 3Ì 
3.51. a) Hệ đã cho tương đương với 
x+y+2=0 2x+2y-l=0 
Ù 3 hoặc : : 
3xˆ -32yˆ+5=0 3x“ -32y“ˆ+5=0, 
ÁI, 5] 


Từ đó giải tương tự như bài 3.50 ta được nghiệm là ( — 3 ;1), Í~5 Ph ng 


l2 và ¬- 
mộ 29`58J 


b)(-3+2V2 ;1- V2),(—-3-22 ;1+2), 
Khng Khnïng 
$ : bà 2 ° 


#) 


Gợi ý. Hệ đã cho tương đương với 
Mrare In 


- 


hoặc : 
xy+x“ˆ+3y+]1=0. 


xy+x” +3y+1=0 
3.52. a) (1 ; 2) và (2 ; 1). 
b)(—5 — X55 ;—5 +55) và (—5 + V55 ; —5 ~ A55). 
c) (6; 9) và (9 ; 6). 
Gợi ý. Ta tìm được x + y = 15, xy = 54 hoặc x + y= -— lố, xy = 85. 
3.53. a) (1; —L) và (—1 ; -—1). Gợi ý. Ta có xy + x2 = 2(2x2 -— y7). Suy ra 
(x ~ y)(3x + 2y) =0. 
b) (—3 ; ~2) và (3 ; 2). Gợi ý. Từ phương trình thứ nhất suy ra x + y = Š 
hoặc x + y= — 5. 
c) 32 ;X2), (342 ;-42),(3v2 ;—42) và (-342 ;42). 
Gợi ý. Từ phương trình thứ nhất rút ra x = 3y hoặc x = ~3y. 
3.54. Phương trình đạng ax + b = Ö vô nghiệm khi a = 0O và b z0, có vô số 


nghiệm khi ø = b = 0. 
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3.56. 
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Áp dụng. Đối với phương trình m(m — 2)y = m, ta có : 

a) Phương trình có nghiệm duy nhất nếu zm(m - 2) # Ô ; 
b) Phương trình vô nghiệm nếu z = 2 ; 

c) Phương trình có vô số nghiệm nếu mm = ÔÖ ; 

đ) Phương trình có nghiệm nếu z - 2 # 0 (tức là m # 2). 


: : ax + by =c N x.. 
Xét hệ phương trình (D (Ấn là x và y) với điều kiện 
4“x+by=c' 
4bc' #0. 
ã) Nếu Ê, z 2; thì D= 4ð" = #b #0 nên hệ (J) có nghiệm duy nhất. 
¬....1.ẽYẼ fm. si : Ni N 
b) Nếu ;=n # ¡ thì D= að —ab = Ö và D, = có — cb # 0 nên hệ () 
vô nghiệm. 
+ a b Lô ` ` t 9 ' L 
c) Nếu —; =~; = -; thì D=0 và D,= cð - cb= Dy = aể` — đc = Ô nên 
l. ĐC Up 


hệ (DÐ có vô số nghiệm. 
Chú ý. Kết quả trên vẫn đúng khi a = b = 0, 
. - ._, J(@+])x+3y=a : 
Ap dụng. Đối với hệ phương trình , ta CÓ : 
x+(—- ])y =2 
— Nếu a = I thì đễ thấy hệ có nghiệm duy nhất. 


a+] 3 _q 


2 


— Nếu z z I thì hệ có vô số nghiệm khi TN TEI 2: Giải ra ta 
được a = - 2. 

+2 
)x= T2 đợi ý. (2m” — 1)x — 2 = m — 4x œ (2m2 + 3)x =m + 2. 

+ 


2m 
b) m @œ - I)+ 1 =—(4m + 3)x © (m + 1)(m + 3)x= mỄ — 1. 
e Nếu m # —I và m # —3 thì phương trình có nghiệm duy nhất 


# — Ì 
m+3 


e Nếu m = —I thì phương trình nghiệm đúng với mọi x c RÑ. 


e Nếu m = -3 thì phương trMyânngbiệm. 


ky 


3.58. 


c) m(x + 1) = m” — 6— 2x œ ứm + 2) x = (m + 2)(m — 3). 


s® Nếu # = — 2 thì phương trình nghiệm đúng với mọi x c ÌÑ. 


e Nếu z # — 2 thì phương trình có nghiệm duy nhất x = m — 3. 

a) Với điều kiện x # 2, phương trình đã cho tương đương với phương trình 
iyis-t030E =ÖfticazÐ), q1) 

Nếu ø = 2 thì (1) vô nghiệm nên phương trình đã cho vô nghiệm. 


—2(m + 2) 
Wq — 2 
phương trình đã cho, giá trị này phải thoả mãn điều kiện x z 2, tức là : 


Nếu mm # 2 thì (1) có nghiệm duy nhất x = - Để là nghiệm của 


-20n + 2) 2 
m — 2 


Điều đó xảy ra khi và chỉ khi m z 0. Vậy, ta có kết luận : 
e Nếu z = 2 hoặc z = 0 thì phương. trình đã cho vô nghiệm. 


—2(m + 2) 


øs Nếu  # 2 và mm # Ö thì phương trình đã cho có nghiệm x = PL: 


b) Điều kiện làx#—5 

se Nếu mm # — 2, m z ]| và m + 3 thì phương trình có nghiệm x =_— 
T l 

e Nếu  = — 2 thì phương trình nghiệm đúng với mọi x#—z- 

e Nếu  = 1 hoặc  = 3 thì phương trình vô nghiệm. 

a) Vô nghiệm ; H)1 9? :ãIš5( :1 l1): 

gì <4JD geil<?v2)va@sldesdi i32) ) 


Gợi ý. Do |x — y| = M2 ©œx~ y=+‡ 42nên tập nghiệm của hệ phương 
trình đã cho bằng hợp các tập nghiệm của hai hệ phương trình 


x¬y=4x2 tà Ji: 
2x—y=-l 2x—y =~I. 
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a) Ta có : 


m—Ì  m+]Ị ( 2)(m + 3) 

= —= | Đi — Hi 

3—m 3 
D mm m+Ìì m7 D m—ÌI  m ( 2) (m + 1) 
= = — ¿, = . | = [V1 — ưì - 
Mã 3 7 |l—m 2 


Từ đó suy ra hệ có nghiệm trong hai trường hợp sau : 
e Dz0, tức là z # 2 và m +# —3. Lúc này, nghiệm duy nhất của hệ là 


œ:3)=| |: m3) () 


m+3 °m+3 
»®D=D,=D,=0, tức là m = 2. Lúc này hệ có vô số nghiệm (z ; y), trong đó 
x=2—33y, và yec R (uy ý). 


b) Khi m = xã = 2, hệ phương trình có một nghiệm duy nhất tính theo 
(1). Vậy 
xe : ~ 0,309, 


X5 +1 
\5=Ï 


y= RNG ~+ 0,382. 
a) Để giải phương trình | 2x + m | = | 2x + 2m — I |, ta giải hai phương 
trình sau : 
2x + m= 2x + 2m — ] (1) 
2x+m =_—(2x + 2m -— Ì). (2) 


® (1) ©0Ox=m- 1. 


Phương trình này vô nghiệm nếu  z l và nghiệm đúng với mọi x 
nếu ø# = ]. 


—3m + Ì 


® (2) 4x =-3m + ] ©>x= 1 


Kết luận 


—3m + Ì 


— Nếu # z I thì phương trình đã cho có một nghiệm x = 


« Nếu m = 1 thì phươngttshtđãshq›pghiệm đúng với mọi x. 


3.61. 


Chú ý. Cũng có thể giải phương trình này bằng cách bình. phương hai vế : 
|2x+m|[=|2x+ 2m— 1|. ©@(2x+m)°= (2x + 2m — UŸ 
© Á(I — m)x = (m — 1)(3m — Ì). 


b) Việc giải phương trình | zx + 1 | = | 2x — m - 3 | quy về giải hai 
phương trình Œn — 2)x = — (m + 4) và (m + 2)x = m + 2. 
Kế luận 


~ Nếu ø # + 2 thì phương trình có hai nghiệm x = > Bề 


—Nếu m = - 2 thì phương trình nghiệm đúng với mọi x. 
— Nếu mm = 2 thì phương trình có một nghiệm x = I. 
Chú ý. Cũng có thể giải phương trình này bằng cách bình phương hai vế : 
|mx+1|=| 2x T— m — 3 | ©@ (mx + 1) = (2x — m — 3)? 
{©  (mx+ l+2x—mi— 3)(mx + Ì — 2x + m + 3) = Ô ' 
© [ứn+ 2)x— Ợn+ 2)][ữứn — 2)x + m + 4] =0. 


c) Kết luận 
~ Nếu ø # 0 và m # —1thì phương trình có hai nghiệm x = = PT 


- Nếu z = 0 hoặc mm = —1 thì phương trình có một nghiệm x = - 2. 


a) Với điều kiện x # 2 và x z — 3, phương trình đã cho tương đương với 
phương trình 


(x~ 2)œ + 3) +2(x + 3) = 10(x — 2) + 50. (1) 
(1) ©xŸ~ 7x - 30 =0 © x= 10 hoặc x = — 3. 
Đối chiếu với điều kiện, chỉ có nghiệm + = 10 là thích hợp. 
b) Với điều kiện x z 3, phương trình đã cho tương đương với phương trình 
x°—|x|— 12= 2x(x - 3) hay 
x*+|x|—-6x+12=0. (2) 
e Nếu x> 0 thì 
(2) «@œ&x2-5x+12=0, 
phương trình này vô nghiệm 
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e Nếu rx< Ô thì 

(2) © x”—7x+ 12=0<x=3 hoặc x = 4 (cả hai bị loại do x < 0). 
Vậy phương trình đã cho vô nghiệm, 

a) Vẽ parabol y = 3x” — 2x và xét đường thẳng y = # (h. 3.3), ta có : 


se Nếu k< _ thì phương trình vô nghiệm. 


e Nếu k = ¬3 thì phương trình có một 
nghiệm (kép). 

e Nếu k > ~5 thì phương trình có hai 
nghiệm phân biệt. 

Chú ý. Kết quả trên cũng có thể được 
kiểm nghiệm lại bằng phương trình bậc 
hai 3x” — 2x - k= 0, với biệt thức thu gọn 
là A'= 1 +43. Hình 3.3 


b) Vẽ đồ thị của hàm số y = x” — 3| x | + I và đường thẳng y = È (h. 3.4), 
ta có : 

So 
e Nếu k < - PÌ thì phương 


trình vô nghiệm. 

se Nếu k = - mì phương 
trình có hai nghiệm (cả hai 
đều là nghiệm kép). 


s Nếu - Ÿ < & < ] thì 
phương trình cố 4 nghiệm. Hình 3.4 
se Nếu & = I thì phương trình cố.3 nghiệm. 
e Nếu k > I thì phương trình có 2 nghiệm. 


Chú ý. Có thể kiểm nghiệm lại kết quả trên bằng cách giải và biện luận 
phương trình đã cho theo tham số *. 
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a) Ta có x +x—2=3x+É tương đương với phương trình 

x?T~2x—(2+#)=0, q) 
Phương trình bậc hai (1) có biệt thức thu gọn A'` = k + 3. Do đó : 
e Nếu k < — 3 thì A' < 0, phương trình (1) vô nghiệm nên đường thẳng (đ) 
và parabol (P) không có điểm chung nào. 
e Nếu & = - 3 thì A = 0, phương trình (1) có một nghiệm nên đường 
thẳng (2) và parabol (P) có một điểm chung. 
se Nếu k > - 3 thì A' >0, phương trình (1) có hai nghiệm phân biệt nên 
đường thẳng (2) và parabol (P) có hai điểm chung phân biệt. 
b) Đường thẳng (4đ) cắt parabol (P) tại hai điểm nằm ở hai phía khác nhau 
của trục tung khi và chỉ khi phương trình (l) có hai nghiệm trái đấu, 
nghĩa là 

—(2+k)<0,hay k>- 2. 
c) Đường thẳng (4đ) cắt parabol (P) tại hai điểm nằm ở cùng một phía của 
trục tung khi và chỉ khi phương trình (1) có hai nghiệm cùng dấu. Nếu 
gọi hai nghiệm ấy là xị và x¿ thì xị + xạ = 2 > Ú. Điều đó chứng tỏ rằng 
khi hai nghiệm cùng dấu thì chúng có dấu đương, nghĩa là hai giao điểm 
nằm ở bên phải trục tung. Muốn vậy, ta phải có : 

A'=k+3>0và—- (2 +k)>0, tức là - 3< k<- 2. 

a) Điều kiện để phương trình (1) có nghiệm là Á; = 25 — 4k >0. Với điều 
kiện đó, gọi hai nghiệm của (1) là x¡ và x;. Theo điều kiện của đề bài, 
ta CÓ : 


ẤI + X2 = 5 
XịX›ạ =& 
Từ đó suy ra & =. Khi đó, (1) có hai nghiệm là xị = F và1›= - 


Chú ý. Trong mỗi lời giải trên, ta nên lựa chọn cách đánh số các nghiệm 
sao cho "nghiệm này gấp đôi nghiệm kia" được thể hiện bởi hệ thức 
xạ = 2x¡. Nếu không lựa chọn cách đánh số các nghiệm như vậy thì điều 
kiện "nghiệm này gấp đôi nghiệm kia" được diễn tả bởi hệ thức 


_2 ~ 2x) = 0. 
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3.65. 


96 


b) Điều kiện để phương trình (2) có nghiệm là A› = 49 - 8k > 0. Với điều 
kiện đó, gọi hai nghiệm của (1) là x; và x;. Theo điều kiện của đề bài, 
ta CÓ : 


XaXa = JÑ 
xạ +ửxa = 25. 


Từ đó suy ra & = 6. Khi đó, (2) có hai nghiệm là x; = 3 và xạ = 4. 
c) Điều kiện để hai phương trình có nghiệm là A¡ > 0 và As > 0, tức là 


k< = Với cùng kí hiệu như trên, theo đề bài ta có hệ : 


Íxi+x; =5 

X12 = k 

Xa +xạ = 7 

*ax4 = 2k 

2X) = xa. 
Từ đó ta có hai kết quả sau : 
s«k= 0. Khi đó phương trình (1) có hai nghiệm là xị = Ô và +; = Š, 
phương trình (2) có hai nghiệm x; = 0 và x„ = 7 (thoả mãn điều kiện của 
bài toán vì xạ = 2x). 
e k= 6. Khi đó phương trình (1) có hai nghiệm xị = 2 và x¿ = 3, phương 
trình (2) có hai nghiệm x4 = 4 và x¿ = 3 (thoả mãn điều kiện của bài toán 
VÌ xạ = 2X). 
a) Từ phương trình thứ hai trong hệ ta rút y = x + 1 rồi thế vào phương 
trình thứ nhất và thu gọn thì được phương trình bậc hai 2x” — 7x — 4 = 0. 


Phương trình này cho ta hai nghiệm x = — z và x = 4. Tương ứng ta được 


m... 
hai nghiệm của hệ phương trình đã cho là Mộ 3) và (4; 5). 
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b) Ta có (2x + 3y — 2)(x - 5y — 3) = 0 © 2x + 3y = 2 hoặc x - 5y = 3. Do 
đó, hệ phương trình đã cho tương đương với 


2x+3y=2 x~5y =3 
Đ{ l 


hoặc (II 
snn X““ 


x-3y= 
Hai hệ này cho ta hai nghiệm của bệ phương trình đã cho là (1 ; 0) và 
(-2; -l). 
c) Đây là hệ phương trình đối xứng đối với hai ẩn. Do đó ta giải bằng 
cách đặt w = x + y và v = xy. Khi đó ta thu được hệ phương trình ẩn và v 


“ 


(HI) | 


wˆ —6u+2v+9=0 
2u-v+6=(0, 
Ta giải hệ phương trình (ID bằng phương pháp thế ; kết quả là hệ này vô 
nghiệm nền hệ phương trình đã cho vô nghiệm. 
d) Trừ từng vế hai phương trình của hệ ta được 3x“ — y^) = 7œ - y). 
Phương trình này tương đương với 

x—y=0hoặc 3x + 3y - 7 =0. 
Do đó, hệ phương trình đã cho tương đương với 
Xi 2y? = 7x 
3x+3y—-7=0. 


ý eaDj =7 


(IV) Ý hoặc (V) 


x—y=Ô0 
Hệ (IV) có hai nghiệm (0 ; 9) và (—7 ; -7) ; hệ (V) vô nghiệm. 
Vậy hệ phương trình đã cho có hai nghiệm (Ô ; 0) và (—? ; —7). 
2 2 
+y“ =6 
a) Với a=2, ta có hệ |” “7 
(x+ y =4. 
Đặt  = x + y và v = xy, ta được hệ phương trình ẩn là và v : 
u?—2v =6 
HP =4. 
Hệ này có hai nghiệm (w ; v) = (2 ; —l) và (w ; v) = (2 ; —1). Do đó hệ 
phương trình đã cho tương đương với 
Ì +y=2 x+y=-2 
OặC 


xy = -] xy =-]. 
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Giải hai hệ phương trình trên, ta được 4 nghiệm của hệ phương trình đã 
cho là 


(+2 ;1~2),(1~ 2 ;1- v2), 
(1+ 42 ;—~1—v2},(—l+ V2 ;—1—A2), 
b) Giả sử (x ; y) = Œạ ; yọ) là nghiệm duy nhất của hệ. Do hệ phương trình 
đã cho là hệ phương trình đối xứng đối với các ẩn nên nó cũng có nghiệm 
là œ& ; y) = Ơa ; xạ). Từ tính duy nhất của hệ ta suy ra xạ = ÿạ. 
Do đó 
NT. 2 
Xa +Ya =2(a+l 2x = 2(a +1 
0 T0 ( ) =š | 0 ( ) 


Ệ; 


¬- ‹ : +7“ y? =2 

Ngược lại, nếu a = 0Ö thì hệ trở thành 
(x+y) =4. 

Tuy nhiên, hệ này có nghiệm không duy nhất (dễ thấy hai nghiệm của nó 
là (I ; 1) và (—I ; —l)). Vậy không có giá trị nào của z thoả mãn điều kiện 
của đầu bài. 
Phương án (B). 
Phương án (A). 
Phương án (A). 
Phương án (A). 
Phương án (D). 
(a) © 4; Œœ) ©(1); (c) > @). 
(a) © (1); (b) © @); (c) c> (2). 
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tế? ương IV 


BẤT ĐĂNG THỨC VÀ BẤT PHƯƠNG TRÌNH 


A. NHỮNG KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


4. Tính chất của bất đẳng thức 


l)a>bvàb>c>a>c. 


2a>b<«>a+c>b+c. 

3) Nếu e > 0 thì a > b © ac > bc. 
Nếu c < 0 thì a > b © ae < be. 

Các hệ quả 

4)a>bvàc>dä—=a+c>b+ẻ. 
a+Cc>b«<ềẰ©a>b-c. 

5)z>b>0vàc>đ>0—= ac > bd. 


6)a>b>0vàneÑ*—>aˆ>ÐP" 


7a>b>0> va >+xb 
8) a>b  Ủa > ib. 


2. Bất đẳng thức về giá trị tuyệt đối 
Đối với hai số 4, b tuỳ ý, ta có 
sử la| - lb| < la + bỊ < la| + l»|. 
3. Bất đẳng thức giữa trung bình cộng và trung bình nhân 
1L) Với mọi a >0, b>0, ta có 


TS sap : a+b VD cỶn=P 
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2) Với mọi ø>0,b>0,c>0,tacó 


=. Xabc `; —=— \abc csa=b=c. 


Áp đụng. 1) Nếu hai số dương có tổng không đổi thì tích của chúng lớn 
nhất khi hai số đó bằng nhau. 

2) Nếu hai số dương có tích không đổi thì tổng của chúng nhỏ nhất khi 
hai số đó bằng nhau. 


4. Biến đổi tương đương các bất phương trình 


Cho bất phương trình ƒ(x) < £(x) có tập xác định 9, y = h(x) là một 
hàm số xác định trên %. Khi đó, trên ®, bất phương trình ƒ(x) < g(x) 
tương đương với mỗi bất phương trình 

1) ƒ(x) + h(x) < g@Œ) + ñ(x) ; 

2) ƒ(x)h(x) < g(z)h(z) nếu J(x) > 0 với mọi x e 9; 


3) ƒ(x)h(x) > g(x)h(x) nếu b(x) < 0 với mọi x e Ø). 


5. Bất phương trình và hệ bất phương trình bậc nhất một ẩn 
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e Giải và biện luận bất phương trình 
ax+b<0. q) 


L) Nếu ø > 0 thì tập nghiệm của (1) là § = [—= : nÌ) 


2) Nếu a < Ô thì tập nghiệm của (L) là Š = (-Š 7 no) 


3) Nếu z =Ô thì (1) trở thành 0x <-ð Do đó 
(1) vô nghiệm (Š = Z2) nếu b> 0; 


(1) nghiệm đúng với mọi x (S = R) nếu ? < 0. 


e Để giải một hệ bất phương trình một ẩn, ta giải từng bất phương trình 
của hệ rồi lấy giao của c#otãÑptoghiệmmthu được. 


6. Dấu của nhị thức bậc nhất 
1) Bảng xét dấu của nhị thức bậc nhất ax + b (a z 0) 


Trái dấu với a 0 Cùng dấu với a 


2) Nếu a >0 thì 
lxÌ<a ©-a<x<a, 
x>“a 


bI>z©| 
x<-a. 


7. Bất phương trình và hệ bất phương trình bậc nhất hai ẩn 


L) Cách xác định miền nghiệm của ax + by +c <0 (a2 +bˆ“ #0). (1) 

¬ Vẽ đường thẳng (đ) : ax + by+c =0; 

- Lấy điểm M(+e : yọ) # (đ). 

Nếu axg + byo + c < 0 thì nửa mặt phẳng (không kể bờ (2)) chứa điểm Ä⁄ 
là miền nghiệm của (1). 

Nếu đxe + Ủyạ + c > 0 thì nửa mặt phẳng (không kể bờ (2)) không chứa 
điểm M là miền nghiêm của (]). 

Chú ý. Đối với bất phương trình ax + ðy +c <0 (a7 + bˆ #0) thì cách 
xác định miền nghiệm cũng tương tự, nhưng miền nghiệm là nửa mặt 
phẳng kể cả bờ. 

2) Cách xác định miền nghiệm của hệ bất phương trình bậc nhất hai ẩn 

- Với mỗi bất phương trình trong hệ, ta xác định miền nghiệm của nó và 
gạch bỏ miền còn lại. 


— Sau khi làm như trên lần lượt đối với tất cả các bất phương trình trong 
hệ và trên cùng một mặt phẳng toa độ, miền còn lại không bị gạch chính 
là miền nghiệm của hệ bất phương trình đã cho. 


8. Dấu của tam thức bậc hai 
1) Cho tam thức bậc hai /q =áx? +bv+c (a0), 
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e Nếu A<0thì ƒ(+) cùng dấu với hệ số z với mọi x e IR, tức là 


4ƒ(x) > Ö với mọi x e IR. 
e Nếu A =0 thì (+) cùng dấu với hệ số a với mọi x # - . tức là 


Ân ca b 
4ƒ(x) > Ö với mọi x # NT 


e Nếu A > 0 thì ƒ(+) có hai nghiệm phân biệt xị và x¿ (xXị < x;). Khi 
đó ƒ(z) trái dấu với hệ số a với mọi x nằm trong khoảng (ø¡ ; x;) (tức là 
với xị < x< x;) và ƒ(z) cùng dấu với hệ số a với mọi x nằm ngoài đoạn 
[xi ; x¿] (tức là với x < xị hoặc x > +; ). Nói cách khác, 

4ƒ(x) < Ö © x c(Œị ; xa), 

đƒ(x) > 0 © l lóc 

x»> 3o. 

a>0 


2)VxeR, ax +bx+c>0<© 
A <9. 


a<0 


Vxei, ax +bx+c<(0 ©œ 
A<9. 


B. ĐỀ BÀI 


§1. BẤT ĐẲNG THỨC VÀ CHỨNG MINH BẤT ĐẲNG THỨC 


4.1. a) Chứng minh rằng a” + bˆ— ab >0 với mọi a, b e RR. 

Khi nào đẳng thức xảy ra ? 

b) Chứng minh rằng nếu ø > b thì đa” — bŸ> ab” — aˆb với mọi a, b e R. 
4.2. Chứng minh rằng 

a) a°+b*>a°b + ab với mọi 2z, b e ïR. 


b) (2+ b+ e)ˆ<3(a + bˆ + e”) với mọi a, b, c e ïR. 
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4.3. Cho a, 0, c là ba số dương. Chứng minh rằng 


a) Nếu az< bthì 2 < Ÿ“€ : BJN§hư B00 SẺ. 
b_` b+c b_ b+c 


4.4. Cho a, b, c, đ là bốn số dương và 5 « PT Chứng minh rằng : 


4+0 c+a, 08127 n8. 
b äđ ` a C 


4.5. Cho b, đ là hai số dương và h < F Chứng minh rằng 


ạ a4a+ec e 


b“byd*a 
4.6. Cho a, b, c, đ là bốn số dương. Chứng minh rằng 
a b € ä 


mm mem... 


l< 


4.7. Chứng minh rằng 
x°+] >0 với mọi x>~l,me N 
4.8. Cho a, b, c là số đo ba cạnh ; A, B8, € là số đo (độ) ba góc tương ứng của 
một tam giác. Chứng minh rằng : 
a) (ø — b)(A — B) > 0; khi nào đẳng thức xảy ra 2 


aÁ + bB + cC 
 ====-. 


b) 60° < 
) a+b+c 


902 ; khi nào đẳng thức xảy ra ? 


(Gợi ý. Sử dụng bất đẳng thức tam giác). 
4.9. a) Chứng minh rằng, với mọi số nguyên dương k ta đều có 


l l l 
———-..|—.>===... 
( + DÄ lợi TH) 
b) Ấp dụng. Chứng minh rằng 


| | | l 
—+—=+t—=+..+————< 2. 
2 3/2 43 (+ 1n 


] l | 
4.10. a) Cho & > 0, chứng mình —- <-——~—- 
lbooktoal.cofn 
103 


4.11. 


4.12. 


4.13. 


4.14. 


4.15. 


4.16. 


104 


b) Từ kết quả trên, hãy suy ra 
| | I 
— + —— =Ý_ƒ. 


a) Cho hai số a, b (ø # b). Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
ƒŒ) =œ~ 8)” +(x— bỶ 
b) Cho ba số a, b, e đôi một khác nhau. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
£(@) = (x— a)”+(x— b)” + (x— @Ÿ”. 


Với các số a, b, c tuỳ ý, chứng mình các bất đẳng thức sau và nêu rõ đẳng 
thức xảy ra khi nào ? 


a)|a| + |b| > |a — b P 


Là 


b) la+Ð + c| < la| + |b| + lc| 
Với các số a, b, c tuỳ ý, chứng minh bất đẳng thức 
ja — b| + |b - c| >|a— «|. 
Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
ƒ(x) = Ìx - 2006| + |x - 2007. 


a) Chứng minh rằng x + |x| > 0 với mọi x e IR. 
b) Chứng minh rằng 4x + Vxˆ - x+l xác định với mọi x e R. 


Để chứng minh x(1 - x) < P với mọi x, bạn An đã làm như sau : 


Áp dụng bất đẳng thức giữa trung bình cộng và trung bình nhân cho hai 
SỐ x và  — x, ta cố 
x+l-x ] 
= XÃ=—==—=<=..;: 
\xq - x) < 2 2 
Do đó 


l 
cc  =—: 
x(Ï - x) < ï 


Theo em, bạn An giải như thế đúng hay sai, vì sao ? Em giải bài này 


' nào ? 
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4.17. Cho ba số không âm ø, b, c: Chứng minh các bất đẳng thức sau và chỉ rõ 
đẳng thức xảy ra khi nào : 
a) (a + b)(ab + 1) > 4ab ; b) (øa+ b + e)(ab + be + ca) > 9abc. 
4.18. Cho ba số đương a, b, c, chứng minh rằng : 


h _ HÍ _ cll _ SÌ> 8. 


4.19. Chứng minh rằng : Nếu 0 < đa < b thì a < ï < ab<“Š“<b 
arb 
4.20. Tìm giá trị nhỏ nhất của các hàm số sau 
2 _ l6 | SANG. 
=xz'+—;: =— 1. 
a) ƒ(x)= x lê b) (+) Phi PEE 12025 


4.21. Cho ø > 0, hãy tìm giá trị lớn nhất của 


y=x(a - 2x)ˆ với 0 < x< 2 


4.22. Cho một tấm tôn hình chữ nhật có kích thước §0 cm x 50 cm. Hãy cắt đi 
ở bốn góc vuông những hình vuông bằng nhau để khi gập lại theo mép cắt 
thì được một cái hộp (không nắp) có thể tích lớn nhất. 


4.23. Chứng minh rằng 
a) Nếu x” + yˆ= I thì |x + 2y “J5 : 
b) Nếu 3x + 4y = I thì x2 + yŸ >c 
4.24. Cho a, b, c là ba số dương. Tìm giá trị nhỏ nhất của 


— 4q _ b _ €C 
_ b+c c+Jủ a+b 


4.25. Trên mặt phẳng toa độ O2xy, vẽ đường tròn tâm @ có bán kính £ (R > 0). 
Trên các tia Óx và Óy lần lượt lấy hai điểm A và B sao cho đường thẳng 
AB luôn tiếp xúc với đường tròn đó. 


Hãy xác định toạ độ của 4 vàt# để tamsgiáqÔ4B có diện tích nhỏ nhất. 
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4.26. 


4.27. 


4.28. 


4.29. 


4.30. 
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§2. ĐẠI CƯƠNG VỀ BẤT PHƯƠNG TRÌNH 


Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng, mệnh đề nào sai, vì sao ? 
a) 2 là một nghiệm của bất phương trình xˆ + x +1 > 0. 

b) —3 không là nghiệm của bất phương trình xÖ — 3x — 1 < 0. 

c) a là một nghiệm của bất phương trình xŸ + (I+ z)x—a+2< 0. 


Các cặp bất phương trình sau có tương đương không, vì sao 2? 


1 1 
"¬ Ầ — ¬_ ——— ) 
a)2x—- I>ÔÖvà 2x-]1+ 2 2 


l | 
2x — Ì à2x-l+ ——>_—_; 
b) 2x > ÔÖ và 2x _. 


c)x-3<0và x7(x-3) <0; d)x— 3 >0 và x(x-3)>0; 
e)x—2>0 và (x-2)”>0; ø) x— 5 > 0 và (x— 5)@ˆ — 2x + 2) > 0. 
Tìm điều kiện xác định rồi suy ra tập nghiệm của mỗi bất phương trình sau : 
a) Xx—-2>42—x; b) V'2x—3<t+V2x-3 ; 
X & 1 | 

<— ; đ) 3x+ >2+ 
x=3 XV#~=3 2 


tì NN x-2 
Không giải bất phương trình hãy giải thích tại sao các bất phương trình 
sau vô nghiệm : ` 


a) Nx—2+1<0; 


b)(ysTi°+a+? 4‹43 ; 


€) 


| 3° PO dg2 6x0) + 457 


đìÈJl£2(w+ll?©Afi=6eed s2, 


Không giải bất phương trình, hãy giải thích tại sao các bất phương trình 
sau nghiệm đúng với mỌi x : 


a) x +x?+1>0; b) 


Kì 4 fy<ñ) 4 : >x? 
x2 +booktoan.com 


4.31. Tìm điều kiện xác định của các bất phương trình sau : 


Š U le. ` b VXtÍ, | — 
(x+ Ð? x3 Í tJ% ©¿ Í œx-2@œx-3® 7 


4.32. Để giải bất phương trình x/x — 2 > x2x - 3 (1), bạn Nam đã làm như sau : 
Do hai vế của bất phương trình (1) luôn không âm nên (1) tương đương 
với (x — 2}? > (2x - 3)” hay x— 2> 2x— 3. Do đó x< 1. 
Vậy tập nghiệm của (]l) là (—œ, I). 
Theo em, bạn Nam giải đã đúng chưa, vì sao ? 


l 


\x2-2x—3 
()©x+5<x2—2x—3©(x+5)2<x2—2x— 3 


<© 12x+28<Ũ<>x< 3: 


4.33. Bạn Minh giải bất phương trình < 


s (1) như sau : 


Theo em, bạn Minh giải đúng hay sai, vì sao ? 


§3. BẤT PHƯƠNG TRÌNH VÀ 
HỆ BẤT PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT MỘT ẨN 


4.34. Giải các bất phương trình sau và biểu điễn tập nghiệm trên trục số : 


š/201)4g4 2 5 gú¿ B}ỳ(x⁄4-d3)? <{fY- J3) #2 : 
x+2 x-2 x_-l y 

_ _ = xì! > = 

c) x7 - x) + 6(x— l) < x(2 - x) ; d) 5 + 3 + PT >3+5 


4.35. Giải các bất phương trình 


a)(x+2)ýJx+3Vx+4 <0; b) (x+2)/Œœ+3)\(x+ 4) <0; 
c) J(x- DŒœ-—2) >0; ñ}4/2Z=8 = J4z- 31 >0. 


booktoan.com 


107 


4.36. Giải các hệ bất phương trình sau và biểu điễn tập nghiệm trên trục số : 


lut de? 4x + va 
» 6 : b : 7x —Â 
47A1: 2ipd 0x. 
4.37. Giải và biện luận các bất phương trình (ẩn x): 
a) m(x — m) > Ô; b) (x— l)m>x+2; 
gì =— — l2... đ)bx+b<a-ax. 


a+b l a+C ' b+c 
4.38. Bạn Nam đã giải bất phương trình 


\x~ —=Nx+l>x+l 


như sau ; 


- x*-I1>0O (x—-(x+1)>0 x-l>0 
Điều kiện : = c© c© 
x+l>50 x+l>50 x+l>50 


Khi đó bất phương trình (1) có dạng 
=1. ằ. ao... 

Chia hai vế cho 4x + 1 >0, ta có 
Jx—-1-1>x+1. 

Vì x>1nên/x—1 < Vx+1, do đó JtySI=lsdvsl., 


Vậy bất phương trình (1) vô nghiệm. 
Theo em, bạn Nam giải đúng hay sai, vì sao ? 


4.39. Tìm các giá trị của m để hệ bất phương trình sau có nghiệm : 


,x + 4m2 < 2mx + | 
3x+2>2x-—I. 


4.40. Tìm các giá trị của m để hệ bất phương trình sau vô nghiệm : 


- +9<3x+m 
øRtóazñ:com 6. 


108 


(1) 


§4. DẤU CỦA NHỊ THỨC BẬC NHẤT 


4.41. Xét dấu của các biểu thức sau bằng cách lập bảng : 


a) (3x— 1)&x+ 2); b) = : 
2+x 
c) (—x + I)(x + 2)(3x + l); đ) H \ 


4.42. Phân tích các đa thức sau thành nhân tử rồi xết dấu mỗi đa thức ấy : 
a) 9x7 —1; b) —x”)+7x—6; 
cì x)+x?—5x+3; độ =#=Š 


4.43. Xét dấu các biểu thức sau : 


2 
2) ]L 1 bị 6x+8„ 
3—x 3+x x?+§x—09 
w +1|—1 
Di H0 ga GEBc TT cảnh lebi | 
x —=2x ; +11 
4.44. Giải các bất phương trình sau : 
-4x +] 
a) (AJ2x + 2)(x+1)(2x-3)>0; — b) Mini 
4.45. Giải các phương trình sau : 
a) |5 + x|+|x— 3| = 8 ; b) |x2 — 5x + 6| = x — 5x +6 ; 
e) |2x—1|=x+2 ; đ) |x + 2Ì+|x -1| = 5. 
4.46. Giải các bất phương trình sau : 
2—x 
.. : > : 
a) |3x SI Và b) IS 


lý41|<|xi =xy+42, 


©) lx~ 2l> 2x3: boudEhiagtodi 
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§5. BẤT PHƯƠNG TRÌNH VÀ 
HỆ BẤT PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT HAI ẨN 


4.47. Xác định miền nghiệm của các bất phương trình sau (+, y là hai ẩn) : 


a)2(œx+y+l)>x+2; b)2(y+x)<3Œœ&+l)+ ]l; 
c)y+0.x>4; d)0.y+x<3. 
4.48. Xác định miền nghiệm của các hệ bất phương trình sau : 
—2y<0 x>0 
` IRN 4 b) 
x+3y >~2; Xu, 
4.49. Xác định miền nghiệm của các hệ bất phương trình sau : 
>0 
x-3y<0 , 
7y] By J= Mo siưc 
Xà 8Ð › #3 2 
y+x<2; 


4.50. Xác định miền nghiệm của hệ bất phương trình 
|x—l|<1 
\ + | — 
4.51. a) Xác định miền nghiệm của hệ bất phương trình 
N<ăš5 


0<y<10 


. 


3 s5 
——+x~>Ïl 
j € 
b) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 7T = 2x - 2y + 3 trên miền nghiệm 
ở câu a, biết rằng miền nghiệm đó là miền đa giác và 7 có giá trị nhỏ nhất 
tại một trong các đỉnh của đa giác đó. 
4.52. Một xí nghiệp sản xuất hai loại sản phẩm kí hiệu là 7 và !!, Một tấn sản 
phẩm 7 lãi 2 triệu đồng, một tấn sản phẩm 7 lãi 1,6 triệu đồng. Muốn sản 
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4.53, 


4.54. 


xuất ] tấn sản phẩm ¡ phải dùng máy Ä; trong 3 giờ và máy M; trong 
1 giờ. Muốn sản xuất 1 tấn sản phẩm 77 phải dùng máy Mĩ; trong 1 giờ và 
máy M; trong l giờ. Biết rằng một máy không thể dùng để sản xuất đồng 
thời hai loại sản phẩm ; máy ÄM;, làm việc không quá 6 giờ trong một 
ngày, máy Mĩ; một ngày chỉ làm việc không quá 4 giờ. 

Giả sử xí nghiệp sản xuất trong một ngày được x (tấn) sản phẩm 7 và y 
(tấn) sản phẩm 17. 


a) Viết các bất phương trình biểu thị các điều kiện của bài toán thành một 
hệ bất phương trình rồi xác định miền nghiệm (S) của hệ đó. 


b) Gọi 7 (triệu đồng) là số tiền lãi mỗi ngày của xí nghiệp. Hãy biểu diễn 
T theo x, y. 


c) Ở câu a) ta thấy (S) là một miền đa giác. Biết rằng 7 có giá trị lớn nhất 
tại (Xo ; yo) với (xạ ; yọ) là toa độ của một trong các đỉnh của (SŠ). 


Hãy đặt kế hoạch sản xuất của xí nghiệp sao cho tổng số tiền lãi cao nhất. 


§ó. DẤU CỦA TAM THỨC BẬC HAI 


Xét dấu của các tam thức bậc bai : 


a) 2x?+2x+ 5; b)~x? + 5x — 6; 

c) 2x2 + 2x2 +! ; đ) -4x2— 4x+ 1; 

e)⁄3x?+(A3+1)x+1; Ðx?2+(45-1)x- A5 ; 

8) -0,3x7+ x— 1,5; j3” [MT d3 

Xét dấu của các biểu thức : 

— Ï Ilx+3 

8) —>———: b ———— ; 
4x? -19x+12 =x “+5 —7 

) 3x—2 đ) x?+4x-12 

€) ——m- › —=n 
`... \6x? +3x+-2 
x2 -3x~2- $ =ất ii 

KP TƯ" ECREER-ENTNE-- 
—x ` +x_—] X —4x +8x—5 
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4.55. Chứng minh rằng các phương trình sau luôn có nghiệm với mọi giá trị 
của tham số ứ : 


1 
8) X +Ún + l)X £ ma =0; b) xÝ— 20n — 1)x+m—3=0; 


C)3)+ +2) + Tm + 2 =0;  dđ) (m— 1)x2 + (3m — 2)x + 3 — 2m = 0. 


4.56. Chứng minh rằng các phương trình sau vô nghiệm dù z lấy bất kì giá trị nào : 


a) (2m2 + 1)x”—- Amx + 2= 0; 
b) 247 + 0+ Ty + HỖ + m + 1=0) 


c) x” + 20n — 3)x + 2mˆ— 7m + 10 = O0; 
đ) x?2-(V3m~ 1)x+ mˆ— 3m +2 =0. 
4.57. Tìm các giá trị của m để mỗi biểu thức sau luôn dương : 
a) x— 4x + m— 5; b) x — @n+ 2)x+ 8m + 1; 
c)x“+4x+(n—2)Ÿ; đ) (3m + 1)x”— (3m + 1)x + m +4. 
4.58. Tìm các giá trị của m để mỗi biểu thức sau luôn âm : 
a) (m — 4)xˆ + Ứn+ 1)x+ 2m —1; b) (m+ 2)x2+5x— 4; 


c) mvˆ— 12x — 5 ; đ) -#? + 4ữn + 1)x+ 1— mỄ 


§7. BẤT PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI 


4.59. Giải các bất phương trình : 
a)2x7—7x~ 15 >0; b) 12x”— 17x — 105 <0; 
c) x& + 5) <2 +2); 5+2) +33 7e 


e) 337 3x +6 <0, 


4.60. Giải các bất phương trình : 

2 
— : I g1. 
ý hd? #4 x^+5x+6 * 


: I 
 —2_—__1 „2-1 „2,1 


2 Ti s. ơn x 
xT=x+]1 3 bB6oktban.com 


a) 


k 


j2 


4.61. Tìm các giá trị nguyên không âm của x thoả mãn bất phương trình : 


x+3 : 2x 
x-4 x†+2 2x_-x 


4.62. Giải các bất phương trình : 


_ _- 
j)(Wedlj| ==2S0. định ao, 


2x+5 s x4 
4.63. Giải các hệ bất phương trình và biểu diễn tập nghiệm của chúng trên 
trục số : 
x*È—2x—3>0 x2-1»0 
a) b) 4 
x°—1lx+28>0; -2y?+ 5x3» Ö: 
3x7 —4x+1>0 x*È-8§x+7<0 
c) đ) 
3xˆ“—5x+2<0; x? —§x+ 20 >0. 
4.64. Giải các hệ bất phương trình và biểu diễn tập nghiệm của chúng trên 
trục số : 
x?—4x-5<0 x? ~12x—64 <0 
a) 4x7 =6x+8>0 b) Jx2 —8x +15 >0 
2x-3>0; _3<„«}, 
Ả #¿ 
4.65. Tìm tập xác định của hàm số sau : 
3-3x 
œ) =,|—>—————-1!. 
ị =x⁄  =224l5 
4.66. Tìm các giá trị của tham số m để hệ bất phương trình : 
và 5 
x“ 3x—4<0 ¿8 nebiềf¿ b) bn 0 0átnh ĐÈ” pagƯỂNNh 
@n—1)x—2>30 mx > 3m + l 


4.67. Tìm các giá trị của tham số m để mỗi phương trình sau có nghiệm : 
a) 2x2 + 2(m + 2)x + 3 + Am + m” = 0; 


b) @m — 1)x2~— 20n + 3)x ~ m+ 2 = 0. 
booktoan.com 


8-BTĐS10.NC - A 113 


4.68. Tìm các giá trị của tham số m để mỗi bất phương trình sau nghiệm đúng 
mọi glấ tTỊ x : 
a) (m + 1)x”~ 20m — 1)x + 3m — 3 > 0; 
b) GmỄ + 4m — 5)x”— 20m — 1)x+2<0; 
2 — 
` : xứ -8x+20 cứ 
mxˆ + 2(m + l)x + 9m + 4 


3 .=5t#á 
—————>(Ô. 
(m - 4)x? + (l+ m)x + 2m -— Ì 

4.69. Tìm các giá trị của m để phương trình : 

a) x” + 20m + 1)x + 9m — 5 = 0 có hai nghiệm âm phân biệt ; 

b) (m—2)x” — 2mx + m + 3 = 0 có hai nghiệm dương phân biệt. 
4.70. Cho phương trình : (n - 2)x' — 20n + )x? + 2m — 1 = 0. 

Tìm các giá trị của tham số z để phương trình trên có : 

a) Một nghiệm ; 

b) Hại nghiệm phân biệt ; 

c) Bốn nghiệm phân biệt. 


§8 MỘT SỐ PHƯƠNG TRÌNH VÀ 
BẤT PHƯƠNG TRÌNH QUY VỀ BẬC HAI 


4.71. Giải các phương trình : 


a)9x+ 43x—2 = 10; b) V—x? +2x+4 =x—2; 
2 6 
c) Vxˆ- 2x-3 =2r+3; d) J9-5x=x43-x+ : 
V3_-x 


4.72. Giải các phương trình sau : 
a) (x+1)N16x + I7 =(x+1)(8x - 23) ; 


bì ——“——-xz?+4x-6=0; 
x“ —-4x +10 
2 
2 
8= _=Í = “ưa Đ x2 +| = ) =1. 
2x“-5x+3_ 2x bớđokđan.com x_ 
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4.73. Giải các phương trình sau : 


a) 2x7 ~ 3— 542x2 +3 =0; b) 2x2 +3x+3= 52x? +3x+09 ; 


3 
c)9~81~ 7x) = TC ¡ đ)x?+3.= Ý2x2 =3x +2 = 2@œ+ D), 


4.74. Tìm tất cả các giá trị x thoả mãn : 
: ⁄) 
a) lx2 + x—1Ì= 2x —1 và Mộc 


b) Íx2 + 2x~4Ì+2x+6 =0 và x+ 18 <1; 
€) |x+3|+>x2+3x=0; 
đ) |x2 - 20x - 9| = ÌBx? + 10x + 2Í. 
4.75. Giải các phương trình sau : 
a) x2~ [2x — 1| =0; b) |x2—2x—3| =x?~2x+5; 
e) làx—3| =|x- 1| ; dÿ |x?=~2w+3| =2: 
4.76. Giải các phương trình sau : 
a) jx+3—-4@lx~1+Xx+8§-6ýx-—l=l; 
b) Vx + V14x - 49 + 4x - VI4xT— 4 = 14 : 
e) |/2lx|=1 -1|= 3; 
đ) ly v1 - x| = —42(2x2 — 1). 
4.77. Giải các bất phương trình sau : 
a) -x =8§x<~12>x+4; b) V5x? +6lx <4x+2; 
2 =+ 
QÝÊ-z44-3 v2. A9 Q2 yuà 
„ X3x” =3 
4.78. Giải các bất phương trình sau : 


a) dx+3<l—#; b) V-x2+6x—5 >8—2x; 
e)4(x+ 2] > V5xˆ +6lx , ñÌ-4(P ẩÏ bi: 
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4.79. Giải các bất phương trình : 

a) |— jJx+ 5| > x; b) 7Ì4 - Jx+9|>x—9; 

cì x+13+|24—64/6-x|>0; đ) jxŒ+6)+9—-Ax?—-6x+9 >1. 
4.80. Giải các bất phương trình sau : 


a)(x2+x+1)wf+x+3)>15; 
b)œx+4)œx+1)-3Vx? +5x+2<6; 


c)x°—-4x—6> |2x” -8x + 12. 


4.81. Giải các bất phương trình sau : 


"N 
a)(x~3)ýJx?+4<x?-09; bì 3y 10, 


V5xˆ -I1 
4.82. Đối với mỗi giá trị của tham số m, hãy xác định số nghiệm của phương 


trình : 4/2|x| - x =m, 


BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG IV 


4.83. Không dùng máy tính và bảng số, hãy so sánh 


a3 V123 và 2- V31, bị 3V? +52 v 
4 Š : XE) 
4.84. Chứng minh rằng nếu la| < ], |b — l|< 10, |a -c|Ì< 10 thì lab ~ c| < 20. 


ñ9,9. 


4.85. Cho các số không âm 2, b, c. Chứng minh rằng : 


a5 +?? 


a) > 34?b” —16 ; 


b)a+b+ 24” + 2b > 2ab + 2bVla + 2axlb. 
4.86. Tìm giá trị nhỏ nhất của các biểu thức : 
a) A = aˆ + bŸ + ab — 3a ~ 3b + 2006 ; 


b) 8= đa” + 2b ~ 2øb + 2a — 4b — 12. 
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4.87. Chứng mình rằng nếu các số a, b, c đều dương thì : 


a) (a+b+ e)(4” + b” + c”) > 9abc ; b) “+ S+S^ >a+b+c; 
` a7 : b? 1 c? ` a+b+c ¬ ab _ bc : ca 
b+Lé. can +Ð ` 8/ _— a#+b b+c c+a. 


4.88. Hãy xác định giá trị nhỏ nhất của các biểu thức sau : 
a) P= |x + l|+ [2x + 5| + [3x — 18| ; 
b)@Ø= |Jx— 1+ |y - 2|+|z ~ 3| với |x| + |y| + |z| = 2006. 


4.89. Giải các bất phương trình sau : 


Nn = TỶ... l si.” tuyðy 
V3 3 4 
c(1+x3)x<4+2A3 ; d/0v5)7š@w+x5) =0 
4.90. Giải và biện luận các bất phương trình sau theo tham số 7 : 
a) mx— Ì >3x + mỄ; b) mớn—-2)x + | >m— Ì; 


3x x—] 
< 


— : d)xˆ+ 2mx+ 5>0; 
(m ~ 7) ï — 7 


c) 


e)mx°+4x+L<0; Ð.ứn— 3) x) ~ 2ữn + 1)xS— (2m — 3) <0. 
4.91. Tìm tất cả các nghiệm nguyên của mỗi hệ bất phương trình sau : 


42x+ 5> 2ãx+ 49 45x 2> 6x +2 


8) 48x+3 b) 
: — l4 
2 <2x+ 25; 23x ~ 4) < “E 


4.92. Xác định các giá trị của m để mỗi hệ bất phương trình sau có nghiệm : 


Z 


7x—2>_-4x + I9 bị JV2x+1>x~2 
ˆ 2y — 3m + 2 <0; „+ x >2. 
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4.93. Giải các bất phương trình sau : 


a) |x — l|+ |x + 2| <3; b)2|x— 3|—|Bx+1| <x+5; 

) 2x - 1Ì aử 

C)——— —. 

xÈ-3x-4_ 2 

4.94. Giải các bất phương trình sau : 

a) (xˆ+ 3x + L@ + 3x — 3) >5; My =0 t=1) <5; 
đ.— —+ +1>0; đ)232+2x~=— ——+1<0, 
Xe9y, 2. <3. xˆ+#+] 


4.95. Tìm các giá trị của x thoả mãn hệ bất phương trình : 


|? 2+9x+9>0 b) 3x? +I1lx—-4<0 
a 
|5z2~7x-3<0; # 8x20 0; 
3x2 —-7x+8 
2(x—1)—34x—4)>x+5 —= 
c) 3x—4 `. đ) AWNg : 
X+4xY+A— : ST 
xế+I 


4.96. Xác định các giá trị của tham số 7z để mỗi bất phương trình sau nghiệm 
đúng với mọi x. 


2 _ 2 _ 
` b4... s6, 
2x —-=2x+3 —X +x_-—ÏÌÏ 


4.97. Tuỳ theo giá trị của tham số mm, hãy biện luận số nghiệm phương trình 
Œm + 3)xˆ — (2m ~ 1)x? — 3 = 0. 
4.98. Xét đấu các biểu thức sau : 


7x — 4 = 4 
a) sẻ = h §j= 
8x+Š + ®+Ã5x+4 
le =7eo7 : # =172 +Ó0 
6ó -x+5 ˆ x(x? - 8x + 5) 
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4.99. Giải các bất phương trình : 


2 

x“—]16 mị l6 3 3 
âả) ————+vx-3ả>——; b) Xx -4x⁄ ) +4 >x_— 42 ; 

vXx-3 V*x—3 


c) 43x? +5x+7—-\3x?+5x+2 >1. 


4.100. Giải các bất phương trình : 


Aa) Nx—Ì—wNx-2>Nx—3; b) 2x(+x—1)+1>Vx?—-x+1H; 


4x Xe]. 3. l l_ x~-I 
TƯ g dc li DI: VN UÁE- 


4.101. Tìm các giá trị x thoả mãn : 


a) |x2 —2x — 3| — 2 > |2x ~ 1|; b) 2|z+1l<|x—2|+3x+1; 


tỳ J3 :<= 1| 3: J x45 cz1| <2: đ) |x — 6| > |x2 ~ 5x + 9|. 
4.102. Giải các bất phương trình sau : 


3x+I 


= <3; b) ———— >0 ; 


a) 


lx+3|—1 


>lx+2|: đ) 
X 
4.103. Cho phương trình (w— V5 )xŸ — 3mx + m + 1 = 0. Với các giá trị nào của 
m thì 
a) Phương trình đã chợ có nghiệm ? 
b) Phương trình đã cho có hai nghiệm trái dấu nhau. 
4.104. Tuỳ thuộc vào giá trị của tham số , hãy xác định số nghiệm của 
phương trình : 
\v? ai =1. 
4.105. Tìm tất cả các giá trị của m để ứng với mỗi giá trị đó phương trình 


|= mưxÌ =1+(- 2m)x + mx? 


¡ có đúng một nghiệm. 
chỉ có đúng một nghiệ booktoan.com 
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GIỚI THIỆU MỘT SỐ CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM KHÁCH QUAN 


4.106. Trong các khẳng định sau đây, khẳng định nào đúng ? 


b 
a) E5 =>a+c<b+d; Ð |“  Ô= a~e<b~4: 
c<d c<d 
<b <b 
c) ` = ac < bđ; đ) : `. 
c<ảd c<d e ˆ đ 
gì 2 1 1 
e)a>b>a >b; ĐỊNH Đ SP JÚ cm! 
8g)4a>b—>ac>bc; h)z>b= va >vb; 
: 4>] a>]1 
I)a+b>2= k)ab>1I= 
b>1: b >1. 


Chọn phương án trả lời mà em cho là đúng ở các bài sau (từ 4.107 đến 4.114) 
4.107. x = —3 thuộc tập nghiệm của bất phương trình 


(A)œ+3)x+2)>0; (B)(œx+3)œ+2)<0; 
mm... | 2 
(C)x+ l—x >0; 025 INBESEE-WD,TOINUjA 
4.108. Bất phương trình (x —- L)2/x(x + 2) > 0 tương đương với bất phương trình 
(A)œ~1)\JxVx+2 >0; (B) @œ- )x(x+2)>0; 
(C) (x=DNjxŒ +2) s p) Œ-DxŒ+ 2) (-DNjxŒ +2) soi 
(x+3)Ÿ (x-2)Ÿ 


4.109. Bất phương trình zmx > 3 vô nghiêm khi 
(A)m=0; (B)m>0; (C)mm<0; (D) m z0. 


4.110. Bất phương trình = > 0 có tập nghiệm là 


1 | 
Aj|=—:?]: B E |: (CO) |-¿: 2]: (D) (-z:2| 
{ 2 xã bơbki n.com 2Ẻ 2 
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2— 0 : 
4.111. Hệ bất phương trình => có tập nghiệm là 
2x+l>x-2 


(A)Ceœ;-3); (ŒB)(C3;2); (CGOC:+2);, (D)(C23;:+em). 
4.112. Hệ bất phương trình b Thiệp sơn) 7n có nghiệm khi 
x<m—¬] 
(A) m< 5; (ŒB)m>-2; (CQm=5; (D) m> 5. 
x°=l# Ũ 


4.113. Hệ bất phương trình có nghiệm khi 
x—m >0 


(A)m>1; (B)m = I; (C)m < 1; (D) m # 1. 
: xÈ-4x+3>0 - 
4.114. Hệ bất phương trình có tập nghiệm là 
x*—-6x+8>0 
(A) Cœ; 1) (3; +); (B) Cœ; 1) Ó (4; +®©) ; 
(CO) (œ; 2) 3; +©); @D)(1; 4). 


4.115. Hãy ghép mỗi dòng ở cột trái với một đòng ở cột phải trong bảng sau để 


được một khẳng định đúng : 


a) x) -5x+6>0 © (1)2<x<3 

b) x-5x+6<0«© (2)x> 3 hoặc x< 2 

c) x` -5x+6<0«<> (3)2<x<3 

đ)x—-5x+6>0<© (4) x > 3 hoặc x < 2 
(3) ẻcyẽ3 


4.116. Điền dấu (>, >, <, <) thích hợp vào ô trống. 


Cho tam thức ƒ(+) = xˆ + 2mx + m” — m + 2 (m là tham số). 


a) ƒ(x) > 0 với mọi x e lR khi m|[_]2; 
b) /ƒ(x) > 0 với mọi x e J khi mị[ ]2; 
c) Tồn tại x để ƒ(z) < 0 khi mị_]2; 
đ) Tôn tại x để ƒ(x) < 0 khi m[_12. 
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C. HƯỚNG DẪN - LỜI GIẢI - ĐÁP SỐ 


2 2 
4.1. a) Z2 + Iề áp =Ía= 5] +  — > 0với mọi a, b € R, 
2 
«-3Ÿ 
Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi hay a= b =0. 
2S 
TRE 


b) đ) - bỶ — (abˆ — a?b)= a(a^ — bˆ) + b(a2 — bŸ) 
=(a+ b)(4” — bˆ) 
=(a~ b)(a + b) 
Do z > b nên (a— b)(ø + b)Ÿ > 0, ta có điều phải chứng minh. 
4.2. a) a! + b` ~ ạ?b — ab) = a?(a — b) + bŸ(b — a) = (a — b)(4) — bẺ) 
=(a ~ b)ˆ(a? + bˆ + ab) >0. 


b 


2 2 
(V a2 + bỀ + ab =a + 5] tt >0 và (a - b)” > 0 với mọi a, b e R) 


b)(ø+b + cŸ) < 3(a2 + bŸ + c7) 
© a2 +bˆ +c? + 2ab + 2ac + 2bc < 3a? + 3b2 + 3c? 
© a*°+bˆ+c`ˆ-ab- ac - be >0 


©(a_— b}` +(b—c)“+(c—a)° >0. 


Bất đẳng thức (2) luôn đúng nên bất đẳng thức (1) được chứng minh. 


.g+c a c(b- a) 
4.3. Tacó P não 


c(b - a) 4a a+c 


TEMIGMGob A0) ĐWY TWPG 


c@ ~ a) 4. đ+C. 
Bb+o) ST TƯ IS bậc 
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a) Nếu <a<bvàc >0 thì 


b) Nếuz>b>0vàc >0 thì 
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Œ) 


(2) 


C 


j 


a 2 +. 8+ð c+rủả 
s§uyra —+l< +], tức là . 


4.4. ùZ 
B) HỆ J vố D a B" 


b) Từ nở và a, b, c, đ là bốn số dương nên c><, SUY ra 


+1 >Ê +1, tức là Sân SP. i2) 


4.5. Từ 7 <7 và b, đ là hai số đương, suy ra đđ < bc hay ađ - be < 0; 
be — ad>0 
,„qa+c a bc-daäd a+C€C ©€ ad — bc 
T ——— —- — —= — ˆ —— —~ — —=——= 
lo T300) 00.0777101077570871000.77)7 00104 
a a+C lô 
Wáu ẻổc 
Si  bng ` g 
4.6. Do a,Ð,c, đlà các số d Á. “.=..—=... 
o đa, Ð, c, đ là các số EPDp HE on. na. 
b b 


—————>——- 
b+c+d a+b+c+d 
=——'-<_.. 
c+d+a a+b+c+d 
ä — d 
d+a+b a+b+c+d 
Cộng vế với vế của các bất đẳng thức trên, ta suy ra 


DỤ, b C ảd 


mm." ha. na. 


. a a C C 
Lại đ —————— < ——— ; ———.< 
a+b+c dqda+c c+d+a dat+c 
ệ sh + : <1 
nên ——— —==—----. . 
a+b+c c+ad+a 
Tương tự : + si < I. Từ đó suy ra 
5 yW+rc+d d+a+b ˆ b 


“=“." ....... 1. 
a+b+c b+c+d c+d+a d+a+b l 
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4.7. Nếux>0thìx "+1>1>0. 
Nếu -I < z < 0 thì lxÏ < 1 suy ra lxl” < 1 hay lx”! < 1. 
Từ đó ta có —x” < I (vì -x” < bÝl). Vì vậy x "+1 >0. 
4.8. a) Áp dụng mối liên hệ giữa cạnh và góc trong tam giác, ta có : 
Nếu 2> b thì A> B; 
Nếu z < b thì A <ðÖ; 
Vì vậy luôn có (2 - b)(A - B) > 0, đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
a = b (A =B), tức là tam giác ABC cân tại C. 
b) * Theo câu a) ta có 
(a — b)(A - B) + (b — c)(B - C) + (e - a)(C — A)>0 
© 4A + bB + cC - bA — aB + bB - cB — bC + cC — aC — cA + aA >0 
«© 3(aA + bB + cC)— (a+b+c)(A+B+C)>0 


aA + bB +cC ` A+ B+C 


— O 
a+b+c - 3 RE 


Đẳng thức xây ra khi và chỉ khi A = B = C, tức là tam giác AÖC là tam 
giác đều. 
sSLại có a+b>c;b+c>a;c+a>bnên 
aA + bB + cC < (b + c)A + (c + a)B + (a + b)C 
©_ 2(aA+bB+cC)<(A+B+C)(a+b+c). 


aA + bB + cC 
a+b+c 


AT VU ` 


(+ Œ+Dk  Ÿ"Â\k— k+1 


- *Lữ 


Từ đó suy ra < 907, 


4.9. a) Ta có : 


z'#nÏw- an) 


'=. "sang 
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b) c : + : +...+ : <2|I-+- + + 
2 32 4V3 ` (n+1Nn 2 42 v3 v3 4 
\ 
_ : }>3[tr- : ]<2 
vn n+Ì] n+Ì 
| | | | | 
4.10. ới Ó: —x<— = 
Ú. a) Với # > I ta có " 5s T7. 
] | | | I 1 1 I 1 l | 
209757184 000:12)000 44 521,y09.112.1890205-ni 
=2- —<2 


4.11.a) ƒ(x) =(x— a)” + x— b) = 2x2 — 2(a + b)x + a2 + b° 


-3(x-422) „SẺ, 


2 
(a— ĐỂ Vu : ".. | 
Ta có ƒ(Œ) > —=_ với mọi 2, Ð ; đãng thức xảy ra khi 
2 
(x-#2) =0, tức là x -— Vậy ƒ(x) đạt giá trị nhỏ nhất là 
-. 
(a - tại x= “ỬP, 


Chú ý. Tránh sai lâm khi suy luận rằng (x - 4)” + (x - b)” > 0 với mọi x 
nên giá trị nhỏ nhất của ƒ(x) là 0. 


b) Hướng dân. Viết g(x) dưới dạng 
a+b+cÝ (a-b}?+(b-c}?+(c— a 
"mg ƒằƒ =.=. 
3 3 
4.12. a) |a| + |b| = Ìa| + |_—b| > Ìa - ðl. 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ab < 0. 
b) Hướng đản. la + b + c| < [a + b| + |cÌ. 
4.13. la - b|+ |b - |>|a=b+b— | =|a - đ. 


booktoan.com 
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4.14. 


4.15. 


4.16. 


4.17. 
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ƒŒ) = Ìx — 2006| + |x — 2007| > |x - 2006 — (x - 2007)| = 1. 
Đẳng thức xảy ra chẳng hạn khi x = 2006. 

Vậy giá trị nhỏ nhất của ƒ(x) là I. 

a) Với x > 0 thì hiển nhiên x + lxÌ > 0, 


Với x < 0 thì x + lxÌ=x—x=0. 


b) x+ V+xˆ -y+1=x+([x~2) + J¡tá*Ê 


Vậy Vvx+vzˆ —x+]I xác định với mọi x. 


Bạn An giải như vậy là sai. 


N.=.= 


Sai lầm của bạn An là không để ý điều kiện của các số 2, b trong bất 
v > !ab làa>0, 


b >0. Trong bài này x và I — x chỉ không âm khi x e [Ô0; 1]. 


; : + 
đăng thức giữa trung bình cộng và trung bình nhân : 


Lời giải đúng là : 
⁄ 


1 1 TY 
CHỢ: 2_ _— mẽ | 3 
†+tx<r©@x+ xưa 0 ©|z ;] >0, bất 


xũ —x) <. © —” 


đẳng thức Nấy hiển nhiên đúng với mọi x. 
a) Với a>0,b>0 ta có 
a+b> 24ab >0;ab +1 > 2Íab > 0. 
Từ đó suy ra (ø + b)(2b + 1) > 2Vab.2Nab = 4ab. 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 4 = b = ]. 
b)Vớiz>0,b>0,c>0,tacó 
a+b+ec> 3abc >0; ab + be + ca > 3\Ja?b2c2 > 0. 
Từ đó suy ra 
(a+b + c)(ab + be + ca) >33labe..34a?b2c? = 9abc. 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 2a = b =c. 


booktoan.com 


4.18. 


4.19. 


4.20. 


4.21. 


Với ,>0,b>0,c>0thì 


1+ >2 — >0; 2 ao TT 
b b R là a 
ý Ly) bì Ể 3 la b c 

Từ đó — — —|>2 ˆ,l—-—-— =8. 
v46 suy rà [1+ £ [1+ ||1+ S) DI SP" 6 


| 
IV 
h2 
I5] 
IV 
œ= 


a 


ĐỒ Sứ sói TIỀN c7. SN ủã 
1.1 a An 
4+5) 1tÿ <2 te Ra< TTT (1) 
4a b 
Lại có sp nên < Nab (2) 
4a b ab [ ¿1 Í 
— + _— 
4a  b 
a+b 
Đo0<a< bnên v4ab < 5 <b, (3) 


Từ (1), (2) và (3) suy ra điều cần chứng minh. 


a)x” c Ẻ D L¿,16 = §. Đẳng thức xảy ra khi x = + 2. 
x 


Ñ 

Vậy giá trị nhỏ nhất của ƒ(x) là § khi x = + 2. 

BịjØỏi02+4tfnefrf<sellfseb sec Tuy e= ội +2; 
x x l=x l~=x 

1 2 ¬.. Bề › +3>2 1-x 2X +3=22+33, 

# ` | 3 l. "` TS. 

Đẳng thức xảy ra khi — = ““và0<x <1 tức là x =—l+2. 


Vay giá trị nhỏ nhất của g(x) là 22 + 3 khi x=~—1 + V2. 


Do0<x< 2 nên z~ 2x > 0. Ta có 
x(a_- 2x)” = 


_ 1(2aŸ „22 
875G Ñ 
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Ằ= 


] 
.4x.(a — 2x)(a — 2x) “2 3 


l2; 


4.22. 


4.23. 
4.24. 
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 4x = ø — 2x, tức là x = 


,œ[|® 


3 
Vậy giá trị nhỏ nhất của y là ˆ khi và chỉ khi x = m 


Gọi cạnh hình vuông được cắt là x (0 < x < Z5, đơn vị : xentimét) 
Thể tích V của cái hộp là 

V =x(80 - 2x)(S0 - 2x). 

Khi đó ta có 

12V = 6x(80 - 2x)(100 —- 4x) 


3 
‹.ẽẽmẽ= - 68 


FeF—————— 8U cm———' 


3 
Suy ra V < = hay V < 18 000. Hình 4.1 


Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 6x = 80 — 2x = 100 — 4x tức là x = 10. 
Giá trị lớn nhất của V là 18000 cmˆ khi x = 10(cm). 


Vậy phải cắt.đi ở bốn góc vuông của hình chữ nhật ban đầu những hình 
vuông có cạnh 10 cm. 


Nhận xét. Nếu xét 4V = 4x(§0 — 2x)(50 — 2x) thì 4V là tích của ba thừa số 


3 
có tổng không đổi (bằng 130), ta vẫn có bất đẳng thức 4V < 2 


nhưng đẳng thức không thể xảy ra và không có giá trị nào của x thoả mãn 
80 —- 2x = 50 - 2x. 


Hướng dẫn. Áp dụng bất đẳng thức Bu-nhi-a-cốp-xki. 
Đặt bồ +c=x,c+a=y;a+b=z. Do a, b, c dương nên x, y, z dương và 
a= — ;b= ~— ;C= ——— Khi đó ta có 

> 5.0.3 -3)= Ỹ: 


Học sinh tự giải tiếp. lun 
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4.25. 


4.26. 


4.27. 


4.28. 


(h. 4.2) Ta có 
1 R 
S >= — : ~—= —, ì 
o4g = OI.AB = 2.AB 


AB =IA + IB>2VIA.IB = 2\OI? =2R ; 


AB = 2R œ IA = IB = R. Lúc 
đó tam giác ÓAB vuông cân 
tại Ó, cạnh huyền AB = 2Ñ. 


OA =OB = R42. 


R 
Suy ra SoAB È 2F = #Ẻ. Hình 4.2 


Vậy %¿„; nhỏ nhất bằng R” khi OA = ØOB =RV2 Khi đó toạ độ 
A(R2 ;0) và B(0; RV2). 

a) Đúng, v2 +2#ï >0. 

b) Sai, vì (~3)' - 3.(-3) - I < 0 nên -3 là nghiệm của bất phương trình 
đã cho. 

c) Sai, vì a7 +íÌl44)#=da+2siz.2: +2>0. 

a) Không tương đương, vì x = 2 là nghiệm của bất phương trình thứ nhất 
nhưng không thuộc tập xác định của bất phương trình thứ hai. 

b) Tương đương. 

c) Không tương đương, vì x = 0 là nghiệm của bất phương trình thứ nhất 
nhưng không là nghiệm của bất phương trình thứ hai. 

đ) Tương đương, vì khi x - 3 > 0 thì xˆ > 0 nên x— 3 >0 © x'(zx - 3) > 0. 
e) Không tương đương vì x = —1 là nghiệm của bất phương trình thứ hai 
nhưng không là nghiệm của bất phương trình thứ nhất. 


'ø) Tương đương, vì x?—2x+2=(x—1)) +1 >0 với mọi x. 


à) Điều kiện : x = 2, tập nghiệm § = {2). 


: & 
b) Điều kiện : x >Š, tập nghiệm Š = § ; + @ |. 


c) Điều kiện : x > 3, tập nghiệm S = Ø. 


3 
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d) Điều kiện : x # 2, tập nghiệm Š = Ế : 2] 2(2;+ø). 
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4.29. 


4.30. 


4.31. 


4.32. 


4.33. 


4.34. 
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a) Vẽ trái luôn dương với mọi x > 2. 


b) Vế trái không âm với mọi x. 


c) Giản ước cả hai vế cho x” + (x — 3)” dẫn đến 2 > 5. Điều này vô lí. 


đ) Do vj1 + 2x + Dˆ >1 và VI0-— 6x + x2 = J1+(x—3)2 >1. 


a) Vế trái luôn dương với mọi x. 

b) Vế trát không âm với mọi x. 

c) Giản ước cả hai vế cho x7 Vế trái của bất đẳng thức mới nhận được 
luôn dương. 

â)xZ#©l:x#3. 

bJt>1;4v3;42z3 va 

Sai lầm của bạn Nam là không để ý đến điều kiện xác định của phương trình 
D=({[2; +e). Hai vế của (1) chỉ không Am khi x e ÐD chứ không phải 
với mọi x e R. Vì vậy, khi tìm ra x < I cần phải đối chiếu với điều kiện 


x e [2; +œ) để kết luận bất phương trình (1) vô nghiệm. 


Sai lầm của bạn Minh là nghĩ rằng Ề ° k «©b<a. Nhớ rằng 


= b>0Ũ 
Ị = P»oe[f - hoặc Mã 


—<©= 
b ab a>hb 


| 
=._ 
) a<b 


Nhân thấy nếu x + 5 < 0 thì (1) vô nghiệm, ngược lại ta có 


Wer|°i6-ĐI seo) xX< 


=. sẽ 
x+5>0Ũ `. 3 


5 
4 
5) s=(3:+=] ME 
0 
v2 
rà 
0 
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4.35. 


4.36. 


đ) [5 ¡ +e). 2/..44/,//&———— 
lộ 
a) $ = [-3 ; —-2]. Bất phương trình đã cho tương đương với hệ 
x+3>0 x3 3 
x+4>0 tứclà 4x>_-—4 hay -3 <x<-2. 
x+2<0 x<-2 


b) § =(œ ; —4) U (—3 ; —2). 


c) \œx- Đ?œ —2) š 0. (1) 


e Nếu x = ! thì bất phương trình (1) được nghiệm đúng. 
® Nếu x z I thì (1) tương đương với x - 2 >0, tức là x > 2. 
Vậy tập nghiệm của (1) là Š = {1) t2 [2 ; +). 


d) V42x—8 - 44x - 2l >0@©Ằ ý2x—8§ > V4x - 2I. 
Điều kiện : x 3 2, khí đó ta có 2x — 8 > 4v — 21, tức là x < = 


Kết hợp với điều kiện trên dẫn đến = 1.6 sp Vậy tập nghiệm 


4 2 
2L 13 
là = {:ÿ) 


3. 2x <2 x18 
A) 5 > = <*<===: 


óx_— 3 


3 5 
<2x+l] x<l+ x<52 


Biểu diễn tập nghiệm Š = (— : 5) trên trục số (phần không bị gạch) 


tẽ 
Ũ 


_— 
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4.37. 
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,¿ 
Â 13 
0 
a) Ta có mx > m' (1) 


Nếu m > 0 thì (L) ©x>m; tập nghiệm §$ = [m ; +). 
Nếu mm = 0 thì (1) © 0.x> 0; tập nghiệm ŠS = ÏR. 


Nếu m < 0 thì (1) ©x<m; tập nghiệm § = (—œ ; mỊ. 


b) Biến đổi về dạng (m — l)x > m + 2. (2) 
+2 kố 
Nếu m > 1 thì (2) © x> =—¡ : tập nghiệm Š = thun 


Nếu ø = I thì (2) © 0.x > 3, tập nghiệm § = €7: 


m+2 
m—i1” 


Nếu m < I thì (2) © x< 


+2 
tập nghiệm § = (—=:=T) 


c) Biến đổi về dạng 
| Ï ] 1 ïÌ ] 
= . s xý 
T5 Erc tren JT 46 +bc+eÐ[TCT*rc *c+a | 
sk : ‡ 
a+b b+c c+a 


| | : : 
Tp bác tgya CÚ thì tập nghiệm 5 = Â. 


¬ ] I | 
Nếu 21bTpxe Tang XD thì tập nghiệm Š = [4b + be + ca ; +5). 


d) Biến đổi về dạng x(a + b) < a — b. ` 


Nếu > 0 thì tập nghiệm § = (—œ ; ab + be + ca]. 


Nếu 


Nến z + b >0 thì §= (-øe¡ 2), 
a+b 


Nến z + ø <0 thì š= (#—2 ;+œ), 
a+b 
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4.38. 


4.39. 


4.40. 
'4.4L. 


Nếu ø + =0 và a> b thì S= R. 


Nếu z + b = 0 và ø < b thì §= Ø. 
Nhận thấy rằng x = —1 là nghiệm của bất phương trình (1). Do đó bạn 
Nam giải sai. Sai lầm của bạn Nam ở chỗ : 


ST -1>0 
Từ lì.” nh in L 
x+1l>50 


x+1>Ô0. 


(thấy ngay x = —I là nghiệm của (ID nhưng không là nghiệm của (H)). 


Suy luận đúng là 
AB>0 Í B> 
_ ©®Á=0hoăc 


A>0 — |A> 
Ta có 
ï X+Ámˆ <2mx+1 (1~ 2m)x <1~ 4m? () 
3⁄42» 2x~1 ti, (2) 


Nếu m < § thì (1) © x < 1 + 2m, nên hệ (I) có nghiệm khi —3 < 1 + 2m, hay 


m > ~2. Kết hợp với điều kiện sm < 7, ta có ~2 < m < 2: 


Nếu = 5 thì (1) có dạng 0.x < 0 (luôn đúng với mọi x e R), nên hệ (D) 


luôn có nghiệm x > —-3. 

Nếu m > h thì (l) «© x > 1 + 2m, nên hệ (I) luôn có nghiệm 
x>l1+ 2m. 

Vậy khi  > —2 thì hệ (1D) luôn có nghiệm. 

Hệ vô nghiệm khi —2 < m < 3. 

a) Học sinh tự lập bảng xét dấu 


(3x 1) + 2) > 0 khi x < ~2 hoặc x > 3 


(3x 1œ+2)< 0 khi ~2< x< h 


— 1 2 2-3x 2 
0 khi — < <0 khi `. 
b) =—. . li 3BoõkeÐảncom 5 Bo m SP th 3. 
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c) Lập bảng sau : 


(—x + 1) + 2)(3x + l1) 


Vậy (-x + l)(x + 2)(3x + L) < 0 khi -2 < x< _ hoặc x > I ; 


(—x + 1)(x + 2)(3x + 1) > Ö khi x < —2 hoặc = <x<lÌ. 


: PIN. ` im. : l 
d) Ta có 2—+——= 3 —a2- Lập bảng sau : 
: 3 5 
3x — 2 ~ 0 + + 
5x— 
3*X=2 ` | ˆ b là 
2+x 2 6 2*+x 6 
Vậy 2— l— Sệ = 
ẬY —3 <0KH + <x* << ;2~ S5 > 0 Khi x< 2 hoặc x> s. 


4.42. a) 9x” — ] = (3x + 1)(3x — 1). Học sinh tự lập bảng xét dấu và nhận được 


9x” — 1 <0 khi -3<x<. :0y2~ ] >0 khi x< =3 hoặc x > n 


b) -x” + 7x— 6=— (x— 1)Œœ - 2)(x + 3). Học sinh tự lập bảng xét dấu và 
nhận được 


~x”+7x—6<0 khi -3<x< l hoặc x > 2; 
ST van ca 0o 
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4.43. 


c)x'+x°~5x+3=(x~ L(x +3). 


x*+x?—5x+3<0 khí x < —3 ; xÌ+xˆ— 5x +3 >0 khi x > ~3 và x z 1, 


d) `... Bài ƠI, 


2 2 
š con 2V) eBIREE CS cv. ca  . 


+vÌ+8v2 : [#4] ĐÊNð 
— hoãc x>_———- 
2 5 
a) Biến đổi biểu thức vẻ dạn s 
" (8=) e7 
dấu. Kết quả được biểu thức dương khi x < -3 hoặc 0 < x < 3 ; biểu thức 


âm khi —3 < x < 0 hoặc x > 3. 


x=6x+8 _ (x~2)&- 4) 
x+8x-9_ (Œœx-l(x+9) 


x?—x—2N2>0khix< 


Học sinh tự lập bảng xét 


b) . Lập bảng xét dấu sau : 


x+9 — 0 + + + 
(x— 2)(x-4) 
œx-10(œ+ 9) "s.ị}j ® | Ý Ý ¬ $3 
xằ-6x+8 
Vậy ———————— <0 khi x e(-—9; l)\2(; 4); 
x*+8x-—09 
2 
+ C311 gi vo edos.10)vj0Ïa290/124197 
x*+Ñ§x—9 
` a 0 yên t6 y : 
c) Biến đối biêu thức về SH 0 0 Từ đó, biếu thức đã cho sẽ 
X {1X — 


dương khi x e (©œ ; -2) \2 (<2 ;-M2) \2 (V2 ; +s) và sẽ âm khi 
xe C2;0)1/(0; 42). booktoan.com 
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Xx 
Jm—=—=.. `. 


X31=1 
ñn ng CN, Mất Tụ 
x †txtl |_-*“Z khix<-I, 
Ä# tà! 


Dấu của biểu thức trên hoàn toàn phụ thuộc vào dấu của tử thức (vì 


x2+x+ 1 >0 với mọi z). Vì vậy : 


+iI|—I 
P111 - ng ve; ð) 
Xế+x+Ï 


|x+1|—1 


5 >0 khi x e (—œ ; —2) (0; +œ). 
xế +x+l 


và 


3 
4.44. a) Tập nghiệm Š = (—œ ; —]) 2 2 : ;) 


5x+4 


Sẽ 
3x+l . 


b) Biến đổi bất phương trình về dạng 
Tập nghiệm Š "l~š ;— 3] 
4.45. a) Dựa vào tính chất la| + lbl =la_— bL ` 6 ab <0, 
và để ý rằng (5 + x) — (x - 3) = 8 ta có 
l5+xl+lx-3Ì=8§8  «œö(5+x)œx-3)<0 
©< -5<x<3. 
Chú ý. Học sinh có thể giải bằng cách chia thành các khoảng để phá dấu 
giá trị tuyệt đối nhưng lời giải sẽ đài hơn. 
b) Dựa vào tính chất lal = øa © a> 0, ta có 


|? —5x+6|= x”—5x+6 @ x” — 5x +6 > 0œ x<2 hoặc x> 3, 


|x—Lim x> 
c) Ta có |2x — lÌ = 


BI | 


Ũ — 2x khi x < ~: 
booktoan.cơ7n 
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Nếu x>S thì 2x —-lÌ=x+2 © 2x-l=x+2 © x=3 (thoả mãn 
điều kiện x > 2) 

Nếu x< 2 thì 2x —lÌ =x+2 ©I1-2x=x+2© x=-š (thoả mãn 
điều kiện x < 3) 

Vậy tập nghiệm của phương trình là S = I-3:3| 


đ) Tập nghiệm $ = {—3 ; 2}. 
4.46, a) l đlS 21 2 cac sj2l‹x-.. 


3 
b) = >2 ^—T >2 hoặc C—~ < -2. 
x+] x+l x+Ì] 
siubigfiop CS S2 ò0 siliexs: 
` x+Ị x+Ì] 
š Trường Nữp ST «<9 @© +  sù œ4 eeU 
..a! x+] 


Vậy tập nghiệm $ = (—4 ; —1) t2 (—I1; Ô]. 
c) Phân chia hai trường hợp x 3 2 và x < 2. 
Tập nghiệm s=|-s¡Ÿ), 
P § 
đ) Ta có 
x+l khx>_-] x khí x>0 
ke =| | bI=| 
~x— lkhi x < -]; 
Gọi bất phương trình đã cho là (1). 
e Nếu x < —I thì 
(1)©-x—l]<-x-x+2 © x<3. 
Kết hợp với điều kiện x < —-l, ta được x < -1. 
e Nếu -l < x <0 thì 


l 
§—, x+l<-x-x+2 © xé? 


Kết hợp với điều kiện —l < &#Â‡¿đâidw@@r-1 < x < 0. 
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e Nếu x>0Ô thì 
()© x+l<x-x+2 6Ằ x<], 
Kết hợp với điều kiện x > 0, ta được 0 < x <1. 
Vậy tập nghiệm của (1) là §$ = (—œ ; 1]. 
4.47. a) 2(x + y+ ])>x+2€©x+2y>0. 


Miễn nghiệm của bất phương trình là nửa mặt phẳng (phần không bị 
gạch, không kể bờ) trong hình 4.3. 


Hình 4.3 Hình 44 


b) 2@ +x)<3(x+ l)+ Ì© x-2y+4>0. 
Miền nghiệm của bất phương trình là nửa mặt phẳng (phần không bị gạch 
kể cả bờ) trong hình 4.4. 
c) Miền nghiệm là nửa mặt phẳng (phần không bị gạch, không kể bờ) 
trong hình 4.5. 

VÀ 


Hình 4.5 Hình 4.6 


d) Miền nghiệm là nửa mặt phẳng (phần không bị gạch kể cả bờ) trong 
hình 4.6. 
booktoan.com 
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4.48. a) Miền nghiệm là phần không bị gạch (không kể biên) trong hình 4.7. 


Ì J/ /jÏ / TT ll Ji j ; 


Hình 4.7 Hình 4.8 


b) Miền nghiệm là phần không bị gạch trong hình 4.8 (không kể tia A?) 
4.49. a) Miền nghiệm là phần không bị gạch (không kể biên) trong hình 4.9. 


b) Miền nghiệm là miền tam giác ABC (không kể hai cạnh AØ, BC) trong 
hình 4.10. : 


>3 
vv „ . 
Hình 49 Hình 4.10 
4.50.T |x-1|<1 —=l<xz—=Il<l 0O0<x<2 
.50. có c> 
2 |y+1| <2 -2<y+]<2 -3< y<]. 


Miền nghiệm là miền hình chữ nhật ABC (không kể hai cạnh 48 và CD) 


ở hình 4.11. booktoan.com 
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200 )1/(M1//1100 


ki T 7 
bộ é z TH) 77 777” 7 
`. —h 4 5 —=> 
s= Ó —~----~- ng 


B ESN:00E/2ETAE09) 2ï 2 
L7 'RETSE DI EIEN EU, 
lý J77 ng Tế ở Ni 
lR XIN Sổ "HT: T22 +¬ 17717 TH 
Š Ai0i lJj 7 Tnn, 
tò Xin Jử¿ 7 
Em lf ⁄, lJj Hài “` T 


Hình 4.1! 


4.51. a) Xem hình 4.12, miền nghiệm là hình ngũ giác ABCDE. 


Hình 4.12 


b) Biểu thức 7 = 2x - 2y + 3 đạt giá trị nhỏ nhất tại một trong các đỉnh 
của ngũ giác ABCDE. Dùng phếp thử trực tiếp, ta thấy 7 = 2x - 2y + 3 


đạt giá trị nhỏ nhất bằng [tại " y = 10 (tại điểm D). 
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4.52. 


4.53. 


a) Số giờ làm việc trong mỗi 
ngày của Mi là 3x + y. 
Số giờ làm việc trong mỗi 
ngày của M; là x + y. 
Theo bài ra ta có hệ bất 
phương trình 
3x+y<6 
x+y<4 
(D 
#U 
y>0. 
Miền nghiệm (S) của hệ (J) là 
miền tứ giác OABC (h.4.13). 
b) Số tiền lãi của xí nghiệp 
mỗi ngày là 7 = 2x+l,6y 
(triệu đồng) Hình 4.13 


c) 7T = 2x + I,6y đạt giá trị lớn nhất tại một trong các đỉnh của tứ giác 
OABC. Dùng phép thử trực tiếp, ta thấy 7 = 2x + 1,6y đạt giá trị lớn nhất 
khi x = 1 ; y = 3 (điểm Ö). - 

Vậy để số tiên lãi lớn nhất (6,8 triệu đồng), xí nghiệp cần sản xuất mỗi 
ngày 1 tấn sản phẩm I và 3 tấn sản phẩm II. 

a) Tam thức đã cho có z = 2 > 0 và biệt thức A' = I —- IŨ =—- 9 <0, nên 
tam thức luôn dương. 

b) Tam thức đã cho có a = - 1 và biệt thức A = 1> 0, và có hai nghiệm 
*ị =2, x;¿ = 3. Suy ra tam thức dương trong khoảng (2 ; 3) và âm trong 
các khoảng (—œ ; 2) và (3 ; +œ). 


c) Tam thức đã cho có a = 2, biệt thức A = 0 nên tam thức dương với mọi 


v2 


LG 


booktoan.com 
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4.54. 
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d) Tam thức đã cho có a = -4, biệt thức A' = 8 > 0 và có hai nghiệm 


1+2 2-¬1 : 
1 nay sẽ. - . nên tam thức dương trong khoảng 
I+v2 2-1) „ : , Í X2 
= h và âm trong các khoảng |; — và 
%z E2 8) 
Che] 
; +O |, 
2 
e) Tam thức đã cho có a = A3 và biệt thức A = (43+ l) - 4/3 = 
(3 m lỆN > 0, tam thức có hai nghiệm xị = -1, xạ = ¬: Suy ra tam 


: —] kệ 
thức dương trong các khoảng (—œ; —]), 5 : te) và âm trong khoảng 


HH 
* 3 * 
Chú ý : Nhận xét a — b + c = 0 nên tam thức có hai nghiệm' 
| 


C 
X⁄‡—=.— l,xạ= = =.= —=-. 


3 
Từ đó áp dụng định lí về dấu tam thức. 
f) Tam thức có a = 1 và a+ b+e=0, nên tam thức có hai nghiệm 
Xị=-Ý35,x;¿= Ì. 
Suy ra tam thức luôn dương trong các khoảng (—œ; SA). (1 ; +œ) và 
âm trong khoảng (5; 1). 


ø) Tam thức đã cho cố a = -0,3 < 0, biệt thức A = —-0,8 < 0, nên tam thức 
luôn âm với mọi X. 


h) Tam thức đã cho cố 2 = I1, 
A =(J7-1-443 =8—-24 -4- 
=Z(-4/7)44(1<55)«0 
Nên tam thức luôn đương với mọi x. 
bi Ê Ni 


a) Đặt A(œ®) = —.... 
4x“ - 19x +12 


. Tam thức 4x” - 19x + 12 có hai nghiệm 


xị “2,3; =4, 
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Lập bảng xét dấu A(+) : 


Từ bảng xét dấu ta thu được Á(z) > Ô trong các khoảng $ : 4) và (7 ; +œ} 


và A(x) < 0 trong các khoảng (—œ : ) và (4; 7). 


11x + 3 
ha 
thức A = -3 < 0Ö nên tam thức luôn luôn âm với mọi x. Suy ra B(x) > 0Ö 


b) Đặt 8(x) = . Tam thức —xˆ + 5x — 7 có ø=— I < 0 và biệt 


©1lz+3<0©x<~ T1 và 


B(©) < 0 lIx+3>05x>— TÔ. 


tjitU0E0fSS a8... 
*x =3 +2 ((@-=IlÄN\x =2x-2) 
Lập bảng xét đấu (HS tự lập), ta thu được : 


ŒCŒœ) > 0 trong các khoảng (—œ ; l -43), (ộ: ]) và (1+ v23 ; +). 


C(z) < 0 trong các khoảng h —- N 3] và (1; 1 ba 3}: 


x +. Í2 


\6&x?+3x+ V2 


Ta thấy tam thức 6x? + 3x + 42 > 0 với mọi x, nên dấu của Ð(x) cùng 


d) Đặt D@v) = 


dấu với dấu của tam thức x?+4x-—12. Suy ra (r) > 0 trong các khoảng 
(—œ ; —6) và (2 ; +œ), 2(+) < 0 trong khoảng (—6 ; 2). 
booktoan.com 
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4.55. 


144 


xˆ-3x—2 


xÝ" đc 


e) Đặt E(x) = Ta thấy -x? + x—1 < 0 với mọi x , nên E(2) 


trái dấu với dấu tam thức x” - 3x — VẬN 


 . 
5” 6ø) 


Pu 


c3— lI là hệ), 


Suy ra : F(z) > 0 trong khoảng 


E(z) < 0 trong các khoảng [—e: 
x-5x+4__ Œœ-D@ +x-4) 

xtT4x)+8x—5  (x—Ux2—2x—5) 

Lập bảng xét dấu (HS tự lập) ta thu được : 

F(x) > 0Ö trong các khoảng 


E⁄U,r- #8), hị =5 và (1+ V6 ; +). 


F() < Ö trong các khoảng 
¬i =e= s.Ị (1-§;1). = -HU, 1+6} 


a) Ta có biệt thức A = (m + 1)— 4(m-3] = HỄ ~ 2m +. 


Ð Đạt (v)= 


Xét tam thức ƒ(Œm) = mˆ — 2m + m) có a = lvà biệt thức A' = — h < 0nên 


ƒứn) > 0 với mọi m. Vậy phương trình luôn có nghiệm. 


Chú ý : Ta có thể xét A = (m + 1) — 4(m-3]=(m- Jẻ# ¬ - 


2 
b) Ta có Á' = (ơn = D ~ (m ~ 3) = (m~ 2] +. >> 0, nên phương 


trình luôn luôn có nghiệm. 


' Chú ý : Ta có thể sử dụng định lí về dấu tam thức bậc hai để làm bài tập 


này, học sinh tự làm. 


: 3 q “TÏ TT. Ắ 
Đ). HA /4000 25:10 lệ Nh HH QUỢT SnhM| TỢHĐSP Q lJ? | HỆ 0 là Pu SP | TH HỊNH 


phương trình luôn có nghiệm. 
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d) _ *) Nếu m = I phương trình có nghiệm x = — ]. 
*) Nếu # # ] ta cố 
À = (3m — 2)” ~ 4(m — 1)(3 — 2m) 
= 17m — 32m + 16 = m” + 16(m — 1) > 0, 

nên phương trình luôn có nghiệm. 

Tóm lại với mọi giá trị của m thì phương trình luôn có nghiệm. 
4.56. a) Ta có A' = 4m” - 2(2mˆ + 1) =—2 < Ö, nên phương trình vô nghiệm với 

mỌi giá trỊ của 7. 

b) Ta có Á = (m + LJˆ — 20m” + m + 1) = —m” — 1 < 0, nên phương trình vô 

nghiệm với mọi giá trỊ của ø. 

c) Ta có Á' = ứn — 3)” — (2m — Tm + 10) =~ mỄ + m — I. 

Xét tam thức ƒ0n) = —m” + m — 1, có a = —1 và A = -3 nên ƒ(n) < 0 với 

mội 0. 

Suy ra phương trình luôn vô nghiệm. 

đ) Ta có A = (V3m - 1)” - 4@mˆ - 3m + 2) = —m” + 2v3m -— 7 

= -Úmn >3 ì ~ 4 <0 nên phương trình vô nghiệm với mọi giá trị của 7. 
4.57. a) Ta có A' =4-— (m — 5) = 9 — m và tam thức có a = Í >0. Tam thức luôn 

dương khi và chỉ khi A' =9 — m < 0 © m >9, 

b) Tam thức đã cho có biệt thức 

Á =(n + 2ˆ — A(Ñm + 1) = m” — 28m = m(m — 28) và a = 1. 

Tam thức luôn đương khi và chỉ khi Á = mớn — 28) < 0 © 0 < m < 28. 

c) Ta có A' = 4 — ứn — 2) = —m” + 4m và hệ số a = 1. Tam thức luôn 

dương khi và chỉ khi A =—m” + 4m < 0 <> m > 4 hoặc m < 0. 


đ) *) Nếu 3m + I=0 thì m = 3 Khi đó biểu thức luôn đương với mọi x. 


*) Nếu m # 5 thì tam thức đã cho có biệt thức 


A = (3m + 1) “— 40m + 4)(3m + 1) = (3m + 1)(—m — 15) 


` 2 _ = 2 
= — 3m“ - 46m b°bEto 3m vt 46m + 15). 
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4.58. 


4.59. 
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Tam thức lưôn dương khi và chỉ khi 


3o mïm 
=> 3 


A<0 Ki 


(3m + L)ƒn + 15) >0 


đc 
<~=m> K= hoặc m < —15. 


Kết hợp với (*) suy ra m > T3: Tóm lại với m> - thì biểu thức luôn 

dương với mọi x. 

a) *) Khi m = 4 dễ thấy biểu thức không luôn luôn âm với mọi +. 

*) Khi m # 4, để tam thức luôn âm với mọi x, điều kiện cần và đủ là : 
Ñ -=4<0 


' Œ*) 
A =(mm + 1)“ — 4(m — 4)(2m - 1) < 0. 


Ta có Á = ~7m2 + 38m ~ 15, A < 0 khi và chỉ khi m<Š hoặc m > 5. Kết 


hợp với (*), suy ra 7n < 3: 
b) *) Khi m = —2, biểu thức đã cho trở thành 5x — 4. Biểu thức này không 
thể luôn luôn âm với mọi x. Vậy z = -2 không thoả mãn. 
*#) Khi m # ~2 thì tam thức luôn âm khi và chỉ khi 
m%+2<0 
<S Hì<-—---. 

A = 2ã + l6ữn + 2) <0 l6 

c) Biểu thức luôn âm khi và chỉ khi m < _. 


đ) Biểu thức luôn âm khi và chỉ khi ¬š < m < -1. 


a) Xét tam thức fz) = 2x” — 7x ~ 15 có a = 2 > 0 và A = 4Ø + 120 = 169 = 13”, 


nên tam thức có hai nghiệm xị = ~Š , Xa = 5. Do đó bất đẳng thức có tập 
' ầ * _ so * 
nghiệm là : (—œ T 25; + œ) 


: 15 
b) Nghiệm bất phương trình là ¬5 “xé E 
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c) Tập nghiệm bất phương trình là (—œ; 1]t©2 [4 ; +œ). 
d) Bất phương trình được biến đổi thành (2x + 3ˆ > 0 nên tập nghiệm là 
tập số thực ïR. 
e) Nghiệm bất phương trình là 3 < x < 6. 
4.60. a) Bất phương trình đã cho tương đương với bất phương trình : 


ý —. — 2 —_— 
— _ ] kỉ (2x - 5)\(x ~ 3}- (x“ˆ -6x 1Ó Siñ 
x7 #3 (x~ 3)(+z + 1)(x =7) 
x°-5x+22 


loC TREOTPTEITDE Đo Œ 


Tam thức xˆ — 5x + 22 có a = 1 >0, A =—63 < 0, nên xˆ — 5# + 22 > 0 với 
mọi x. Suy ra (*) tương đương với (x — 3)(x + I)(x - 7) < Ô. 


Lập bảng xét dấu : 


Từ bảng xét dấu suy ra tập nghiệm của bất phương trình đã cho là : 
T=(-œ;~—1)U (;7). 
b) Bất phương trình được biến đổi tương đương thành : 
11x” +5x+6 „ 
x(Œ? +5x+6) 
Suy ra tập nghiệm là : § = (—œ ; —3) t2(—2 ; 0). 
c) Bất phương trình được biến đối tương đương với : 
(x+ cá —*) >0, 
(x+1)(œ%“ —-x+ Ð 


Suy ra tập nghiệm là : $=(-œ; —Í) 2 (T1; 2]. 
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4.61. 


4.62. 


4.63. 
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d) Bất phương trình được biến đổi tương đương với : 


x? +x—-] 
<0 


(x—l)(x+Ux— ˆˆ 


Ta nhu nn 2(—C1;0)U Kn A| 


2x+9 
(x—- 2)(x+ 2) 


Suy ra tập nghiệm của bất phương trình đã cho là 


Bất phương trình được biến đổi thành <0, với x # Ô. 


= (¬=:-2]C2:000/:2. 
Do đó, giá trị nguyên không âm của x thoả mãn bất phương trình 
là x= 1. 
a) Nhận xét x = ~1 và x = 2 là nghiệm của phương trình x-x-2=0, 
Nếu x # ~l và zx z 2 thì bất phương trình tương đương với hệ 


x-l>0 xã] 
c© 
x~x-2>0 x < -l hoặc x > 2. 
Vậy tập nghiệm của bất phương trình đã cho là § = [2 ; + œ) t2 {—1}. 
b)7=[-2; 31. 


a) Phương trình x” ~ 2x - 3 = 0 có hai nghiệm xị = —1 ; x; = 3. Suy ra bất 
phương trình 


j=#..3 > 0 có nghiệm là : Š;¡ = (—œ ; —l) 2 (3 ; +©). 
Phương trình x° - 1lx + 28 =0 có hai nghiệm xị = 4 ; xạ = 7. Suy ra bất 
phương trình xŸ — 11x + 28 > 0 có nghiệm là : $2 = (—œ ; 4] t2 [7 ; +œ). 
Nghiệm của hệ bất phương trình là giao của ha: tập nghiệm S$¡ và S2, tức là 
S=Š5¡ %s=(—œ, —1) (3; 4} Ó {[7; +). 
Biểu diễn trên trục số : 


=ỉ 3 lì 7 
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3 
b)1< ¬ 
) X<5 


c) Bất phương trình vô nghiệm ; 
đ)ạl<x<7. 

4.64. a) Phương trình x” - 4x — 5 = 0 có hai nghiệm xị = —1 ; x; = 5, nên bất 
phương trình xÈ—4x—5<0có tập nghiệm là Š¡ = (—I ; 5) 
Phương trình xÈ-6x+8=0có hai nghiệm xị = 2 ; x; = 4, nên bất 
phương trình x*È-6x+8>0 có tập nghiệm là Š› = (—œ ; 2) Q2 (4 ; +). 


Nghiệm của bất phương trình 2x — 3 > 0 là %2 = š tt sÌ 
Suy ra nghiệm của hệ là giao của ba tập Š¡, S2, Sa, tức là 
m3 sy Ø s=|š:2] \2 (4; 5). 


Biểu diễn trên trục số : 


b)s$= l-ã : ) (7 Ệ : z| Biểu điễn trên trục số : 


fi , / 


~4 ' 3 ã5ỒÖ 13 l6 
4 2 


4.65. Tập xác định của hàm số y = ƒ(x) gồm các giá trị x thoả mãn 


5 
3—3x _1>0 3 = l5Š+2x+x >0 
=+“+: 2x1 l5 © sáy +23 <lÃ) 
—x ` -2x+15#0 -vằ -2x+l15#0 


2 Ni = 
x =x-12 cỐ mp7 
© 4x?+2x—15 «> j(x-3(x+5) 


x2+2x-15#0 — |*bđoRkioahk6llt 
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(œx+3)(+x— 4) 
(x-3Xx+5) 


Lập bảng xét dấu P(+) : 


Đặt P(@x) = 


Từ bảng xét dấu suy ra tập xác định của hàm số ƒ(>x) là : 


E5, =3] 1201; 3], 
4.66. a) Phương trình x” - 3x — 4 = 0 có hai nghiệm xị = —l, x; = 4, nên bất 
phương trình xˆ - 3x — 4 < 0 có tập nghiệm là Š¡ = [ —1 ; 4] 
Xét bất phương trình ứn — 1)x — 2 > 0 © (m— 1)x> 2. (1Ù 
#) Nếu m —] = 0 thì bất phương trình trên vô nghiệm. 
*) Nếu m — 1 > Ô © m > Í thì bất phương trình (1) có tập nghiệm là 


S2 = [ R +), 


mé—Ì 
Để hệ có nghiệm, điều kiện cần và đủ là Š, ¬ Š; # Ø tức là 
2 


mm — Ì 


1 . ` 
<4 e9 2 < m — le rũ >5, thoả mãn điều kiện m > I 


Vậy m > 


2ƒ bò 


*) Nếu m ~ ] <0 © m < ] thì bất phương trình (1) có tập nghiệm là 


#2 
"ˆ= (=:z<1| 
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4.67. 


4.68. 


Để hệ có nghiệm, điều kiện cần và đủ là 


>—l ©-(@n_— l)>2<© m <-—], 


8a z Ø © "_ 


thoả mãn điều kiện z < 1. Vậy m < —I. 
Tóm lại các giá trị của mm để hệ có nghiệm là mm (—œ ; —1] \2 É + =Ì: 


b) Tập hợp các giá trị zz thoả mãn bài toán là : 


b) Nếu z = I, phương trình có nghiệm x = : 


Nếu ø # 1, để phương trình có nghiêm điều kiện cần và đủ là : 

Á' = 0n +3)” (m— 1)(2 — m) > 0 & 2m” + 3m + 11 >0. 
Ta thấy tam thức ƒŒn) = 2m” + 3m + 11 có a = 2 > 0 và A = —79 < 0 nên 
ƒ#ứm) > Ö với mọi 0m. 
Vậy phương trình luôn luôn có nghiệm với mọi giá trị của m. 
a) m> I. 
b) Không tồn tại z để bất phương trình nghiệm đúng với mọi x. 
c) Ta thấy tam thức x”.— 8x + 20 có ø = l >0, A' = 16 — 20 = —4 < 0. 
Suy ‡a x” — 8x + 20 > 0 với mọi x. Do đó bài toán trở thành tìm các giá trị 
m để bất phương trình mà? + 2(m + 1)x + 9m + 4< 0 (*) đúng với mọi x. 
Nếu m = 0 bất phương trình (*) trở thành 2x + 4 < 0, bất phương trình chỉ 
nghiệm đúng với x < — 2, nên  = 0 không thoả mãn. 
Nếu mm z 0. Để bất phương trình (*) đúng với mọi x thì điều kiện cần và 
đủ là : 


m <0 
A' = (m +1) — m(9m + 4) < 0. 
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Ta thấy tam thức A' = ~ 8m” — 2m + 1 có hai nghiệm là mị = — 
Ï 
nên À' < 0 © m< " hoặc 7 >. Kết hợp với điều kiện  < Ô, SUY ra 


.. . - ` kÀ ` 1 
các giá trị cần tìm của m là m < = 


d)m >5. 


a) Phương trình có hai nghiệm âm phân biệt khi và chỉ khi : 
"5. 'NG — 

A' =(m + 1“ - (9m —5) >0 2 —Tm+6>0 
Š=-(m+1)<0 = m > —] 

|øc = 9m — 5 >0 m>Š 

m > ~Ì 
"- 
c© mào m > 6 hoặc ø < m < Ì. 


m > 6 hoặc m < Ï 

Vậy các giá trị cần tìm của m là m e š : ì Q2(6 ;+œ), 
b)zz e (—œ; —3) (2; 6). 

a) + Với mì = 2, phương trình đã cho trở thành : 


| 
-6?+3=0 @ x2 =2 € xe +. 
J 


Phương trình có hai nghiệm, nên không thoả mãn yêu cầu của đầu bài. 
+ Với m #2, đặt f = x” > 0, ta được phương trình 

ƒŒ) = ứn - 2)” ~ 20n + l)t + 2m —1= 0. (*) 
Để phương trình đã cho có đúng một nghiệm thì phương trình (*) hoặc có 


nghiệm kép / = 0 hoặc có một nghiệm âm, còn nghiệm thứ hai bằng 0, 


`. : l 
Bây giờ xét /=0. Khi đó ƒ(0) = 2m ~1=0 cm =2. Thay m= 2 


vào (*) ta được : 
[ 3 3] n t=0 
= ——ƒ— = <c> 
jG/= tỊ= Dƒ N== 7 
Vậy m= 5 là giá trị cần tìm (để phương trình đã cho có một nghiệm). 
booktoan.com 


4.71. 


7+35 


bì má 
)m 5 


. H.€ Ệ " 2| Hướng dẫn. Rõ ràng với m = 2 phương 


l 
trình có hai nghiệm x = ‡+—=. 
2 


Với m z 2. 
Để phương trình đã cho có đúng hai nghiệm thì phương trình (*) hoặc có 
nghiệm kép dương hoặc có một nghiệm âm và một nghiệm dương. 


— Phương trình (*) có hat nghiệm trái dấu khi và chỉ khi ac < 0 tức là 
(Œm — 2)(2m — ]) < 0 hay 7 <m <2 


¬ Phương trình (*) có nghiệm kép dương khi và chỉ khi A' = 0 
và sa. 
2a 


7+3/5. 


ÀA'= —m” +7?m~l=0 © m= mm 


0 _ m+] 
2a m_—2 
T4:305 


2 


Tủ 10/5 


z 
nghiệm đương phân biệt. Điều kiện cần và đủ là A' >0, ý > 0 và P >0. 


>0 C m<-—1 hoặc m > 2. 


Chỉ có m = thoả mãn hai điều kiện trên. 


c)2< m< Hướng dẫn. Tìm m để phương trình ƒ(Œ) = 0 có hai 


a) Phương trình được biến đổi thành 3(3x - 2) + j3x—-2 -4=0.  @Œ9) 
Đặt  = v3x-2> 0, khi đó (*) trở thành 3ˆ +  —4 = 0 giải ra có hai 


4 
nghiệm Íq = 1, ta = ¬3 


Do r > 0, nên chỉ lấy / = 1. Vậy (*) © v3x-2 =l ©x= I. Phương 
trình đã cho có nghiệm duy nhất x = I. 
b) x = 3. Hướng dân. Phương trình tương đương với hệ : 


-*?+2x+4=(x-2) 


x—2>0 
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~7 + V13 
SEN 


. Hướng dẫn. Phương trình đã cho tương đương với hệ 
2x+3>0 

đ) x = -3. Hướng dân. Phương trình tương đương với 

(9 - 5x3—-x) =9—x 


M -2x-3=(2x+32 


9 
< —. 
tẦs 
a)x=_—Ì, x=4. 
b) x e(1;3]. Hướng dân. Đặt xˆ - 4x + 10 =r,r+0. 


c)xe€ Ề : |. Hướng dân. Nhận xét x = 0 không là nghiệm của phương 


trình, nên ta chia cả tử và mẫu của vế trái của phương trình cho zx ta được" 
phương trình tương đương : 


6) 13 


——— =6. 
Đa ca 2Ð vị 
X * 
Phương trình này có dan “=... 5. 
5 Ỳ "hy 5 y+l— , 


trong đó 2x tê = y Từ đó giải được y = 1 và y = 5,5 


| ị : 2. đỀ" ~g 
d)x= 2d ~2 +J2J2= 1). lướng dán. Cộng vào hai vế của phương 


x 


trình biểu thức 2x. : 
x-] 


+? : x? 
Từ đó đi đến: |——~| -2-— =1. 


x¬] 
-. 
Đặt £ = ——— được phương trình ?2~2r—1=0. 


a) Xị = JŠ - Xa = "= . Hướng dẫn. Phương trình được biến đổi thành 


2x7+3—542x?+3 —-6=0. (Œ® 
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Đặt ; = 42x? +3> 0. Khi đó (*) trở thành ?ˆ — 5: -6 = 0 và có hai 
nghiệm ¿/¡ = —], f = 6. Do ¿ > 0, nên chỉ lấy  = 6. 


b) x=3;x=—2. Hướng dẫn. Đặt t=v2x” + 3x + 9. 


c)x=0; x=2. Hướng dẫn. Đặt : =v81 - 1xŸ 


1 : 
đ)x=1;x=>. Hướng dẫn. Đặt t =V2x2 - 3x + 2. 


K/ 
4.74. a)x= XU 5, 
¿ 
b)x= -2-— V2; 
c)£@&6£ L5): 
—15 + V165 


4.75. a) Phương trình tương đương với : 


2 _ 2 _ 1\— 
m l -0xz~1)=0 nu đn R *@Ø%xs<J =0 


2x-l1>0 2x-1<0. 
„=1 
Giải hệ (D: 1 ©+x=l. 
x3— 
2 
x=-L-2; xa =—l+2 
Giải hệ (ID : 1 


< — 
TP 


œŒœx=~L~ 42 hoặc x = —] + TH 
Vậy phương trình có các nghiệm : x = l ; x = — +2. 
b) x = 1. Hướng dẫn. Phương trình tương đương với : 
x2—2x-3=x7-2x+5 IHPbenbiuàu 
hoặc 


xˆ=2x 3 >Õ L1 70) 
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4 : ; 
6) #= 3i1E 2. Hướng dân. Phương trình tương đương với : 
(2x—3)ˆ=œ- ĐŸ 
d)x=l+# *6 h.. 7. ⁄2. Hướng dân. Phương trình tương đương với : 
x?2vr— 320 höRexˆ°=-2x<3=«<2, 
a) 5 < x <10. Hướng dẫn. Đưa phương trình về dạng : 


xi els li 6= “ST 


b) 5 < x< 7. Hướng dẫn. Phương trình được đưa về dạng 


14x - 49 + 7| + |\14zx - 49 - 7| = 


5 
c) lx| —= 2” 
v2 _1 ma ¬.. 
d) xe 214 : —(x6~ V2) Hướng dân. Nếu x nghiệm đúng phương 
trình thì _— X3 “œ nên VI- x7 > lx|, nghĩa là ta VÌ<+ˆ >0. 


Vậy ta có thể giả thiết x < na và phương trình trở thành : 


#œll<4”=x2(I<2#”): 
Mặt khác 1— 2x2 =(VI- x2 +x)(Vj1— x2 —x), nên ta có thể đưa 


phương trình đã cho về : 


œ+~+9[(-sŸ =x==]=0 


a) =6 < x <--4+ 42. Hướng dẫn. Bất phương trình tương đương với hệ : 
=x=Rz=12>ð..... |=x =št=l1l2sœ+ 4)” 
hoặc 
x+4<0 x+4>0. 


b) xe Di ä | L2 (4; + œ). Hướng dân. Bất phương trình tương đương với : 


4x+2>0 
5x +6lx>0 


5x? +61x < (4x +2). 
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c) xe(-œ;0)\2[1; 2]. Nướng dẫn. Bất phương trình tương đương với : 


xz0 
x(V2 — x + 2x - 3) > 0. 


⁄ 
đ)xe -Š ;— ) (7 ụ rà |-Hướn dân. Bất phương trình tương đương với : 


3x?~3>0 
N + 3)[3(2x - 3) — V3x? - 3] < 0. 
4.78. a) Bất phương trình tương đương với hệ : 
x+3an0 x+3>0 
I-x>0 $> TS] 
su3ef=# X=iyc=2*% ‹ 
Từ đó suy ra tập nghiệm bất phương trình là S = ¬ : : S”] 


b) 3 <x< 5. Hướng dẫn. Bất phương trình đã cho tương đương với hệ : 


-x +6x-5>(§-2x) —x +6x—5>0 
hoặc 
8—2x>»0 8—2x<0. 


có = I h 1) Q2 (4 ; +), Hướng dân. Bất phương trình tương đương 


với hệ : 
(4x + 2) ` > 5x? +6lx 


5x” +6lx>0 
4x+2>(0. 


đ) $S=1R. Hướng dẫn. Bất phương trình đã cho tương đương với : 


2 x s22 h 34” v2 
lx -z|>x~2 = 3 hoặc 
xế =x>0 


#8 óỒ%x'Ö 
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4.79, a) * Nếu —5 < x <0 bất phương trình luôn luôn đúng. 


158 


NÓI # 2Ú: 


Nếu 3 < Vx + 5 tức là x > 4, bất phương trình đã cho tương đương với 
vx+5 > x+3. Không có x thoả mãn bất phương trình này. 


Nếu 3 > Vx + 5 tức là x < 4, bất phương trình đã cho tương đương với 


3—x>wx+5 


x<3 x<3 1...1) 
S 2 SP TẢ‹ © x< : 
9—6x+x >x+S xế -T7x+4>»0 2 
Kết hợp ta có: 5 <x <7 —V), 
b) x e[-9; 16). 
c) Bất phương trình đã cho tương đương với 
3⁄4 - 66 - x| > —x - 13. (1) 


Điều kiện của bất phương trình là x < 6. 

* Nếu —x — 13 < Ö tức là x > -13, bất phương trình luôn luôn nghiệm đúng. 
Vậy mọi x e (—13 ; 6] là nghiệm của bất phương trình. 

* Với x < —l3, ta có 6 - x > v16 =4 nên 24 — 6\6-~ x <0. 

Do đó 

()© 646 — x — 24 > -x—13 © 66 x > -x +11 

« 36(6 ~ x) > x” - 22x + 121 © xˆ + l4x - 95 <0 

<© -l9<x <5, 


Vậy trong trường hợp đang xét, mọi x e (—19 ; -13] là nghiệm của bất 
phương trình. 


Kết luận : Tập nghiệm là S = (—13 ; 6] C (—19 ; -13] = (—19 ; 6]. 


đ) x> 5: Hướng dân. Bất phương trình được viết thành : 


|x + 3| -x— 3| > 1. 
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4.80. 


4.81. 


a) Đặt f = x” + x + 2, > 0. Khi đó bất phương trình trở thành : 
ứŒ—1)Œ+l)>15œ> 16. (Œ®) 


Do / > 0 nên nghiệm của bất phương trình (*) là 7 > 4. Suy ra 


2 2 


x+x+2>4<€ề>x +x~2>0© x>l hoặc x < -2. 


Vậy tập nghiệm của bất phương trình đã cho là § = (—œ ; —2 ] 2[1 ; +). 


BĐ)Š= |2 ;— TH bền : ) Hướng dẫn. Đặt † = J1” +5x+2 >Ô. 


đu 


c) S= (-œ ; -2] Q2[6 ; +). Hướng dẫn. Đặt/= V2x? -8x+12 >0. 
a) Bất phương trình tương đương với (x — 3) _ +4-(x+ 3| <0. Từ đó 


tập nghiệm cần tìm là hợp các tập nghiệm của hai hệ bất phương trình sau : 


x—-3>0 x—3<0Ô 
Œ : qI) 


Wx2+4>x+3.( 


xr>3- x>3 


Giải hệ (I) : (D © 3 : «` 
xˆ+4<x +6x+09 x>—— 


Giải hệ (II) : Ta xét hai trường hợp : 
¬ Trường hợp x < -3 : Dễ thấy mọi x < —3 là nghiệm. 
— Trường hợp x > —3 : Ta có 


(*) © xÈ+4>x2+6x+0œx< —š: Vậy trong trường hợp này, hệ (II) 


có nghiệm là -3 < x < cẽ. 


5 
Do đó (ID ©x<— F (2) 
Từ (1) và (2) suy ra tập nghiệm của bất phương trình đã cho là : 


Š= [—=:-š C7 [3 ; +). 
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4.82. 


4.83. 
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b) § = -5 = %) \J 2 1) Hướng dẫn. Bất phương trình tương 
JšJ Y5 '2 
đương với hệ 
» ~4<(x+2)5x? T1 
ẤX”c] xÙ 
Với m < 0 : Phương trình vô nghiệm. 
Với m = 0 : Phương trình có ba nghiệm x = Ô; x = +2. 
Với m > 0 : Phương trình tương đương với 
lx?|— 2lx| + m2 = 0. q) 
Xét phương trình yŸ - 2y + m” =0 (2) 
có À'= 1— mỸ 
— Nếu m > 1 thì (2) vô nghiệm nên (1) vô nghiệm. 
— Nếu m = I thì (2) cố nghiệm y = l1 nên (1) có hai nghiệm x = #1. 
— Nếu 0 < m < ! thì (2) có hai nghiệm dương 


yị =1+VI—m2, yạ =1— J1— mổ, 
suy ra (1) có bốn nghiệm phân biệt xi; = +(l + VI— m`) 
# ạ = +(l — VÌ — m”). 


a) Do II < V123 < 12 và 6 < N37 < 7 nên -12 < -123 < -I1 và 


-? <-—37 < -6. Suy ra me. g6... 
4 4 3 3 3 
Vì ~2<~Š, do đó == = ch 


". 6 SE 2 „ 3 VB5 + viũ và V35 <6, i0 < 32 


Suy ra s35 + v10 < S +32= 6,8 < 6,9. 
ch TT 


4.84. Ta có |ab - c| = |ab — a + a — c|< |ab — a| + |a — | 
= |al|b - 1| + |ø - e| < 1.10 + 10 = 20. 
4.85. a) Bất đẳng thức cần chứng minh được biến đổi thành : 
aŠ+b° + 64 > 12aˆb” 


Áp dụng bất đẳng thức giữa trung bình cộng và trung bình nhân, ta có : 


aŠ + b° + 64 > 3ŸaŠb°.64 = 12a?b3 


p 


hở 6 
Vậy đỐ + bỀ + 64 > 1242bŸ hay ¬= > 342b — 16. 


Đẳng thức xây ra khi và chỉ khi a =2, b = Ÿ4 
b) Bất đẳng thức cần chứng minh được biến đổi thành : 
(a2—=B)” 4ø)” sa {4b Ÿ >ít 
Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi ø = b = 0 hoặc a = b = I 
Điều này luôn luôn đúng. 
4.86. a) Ta có Á = (a— 1L)" +(b~— 1ˆ+ab— a— b+ 2004 
=(<1) 3 =Ì) sœ=lbs1+200a 


j=vl ⁄ 
=|(-=D+ + - D + 2003 > 2003. 
b—] 
: =3 =Í 
Dấu băng xây ra khi XIN Si 2 tSk 
DE=,)eÚ) == 


Vậy A nhỏ nhất bằng 2003 khi a = b = I. 
b)B=(z—b+1)5+(b—1) “—14>~—14. 
Vậy B nhô nhất bằng —14 khi ø=0, b = 1. 


4.87. a) Do a, b, c >0 nên a+b+c> 3Älabc và 4 +bˆ+c?>34a?bˆ2c2 


Suy ra (4+ b+ ca! tổ ở c`) >9 la)bŠc3 = 9abc. 


Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi a = b =e. 
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b) Áp dụng bất đẳng thức giữa trung bình cộng và trung bình nhân, ta có 


ab_ bc ac b 
+ `... .s.aã 
m a b 


2 2 
a b+c b a+€C Ẻ a+b 
> —... ` > 

“Pa nung 

5 2 ? 

a b Ể a+b+c 

1=. na. su lôi lE bon 

E200) 7PWOINNTPRDSPN TC 2 


Mặt khác từ bất đẳng thức (x + vì > 4xy Và x, y > ( ta suy Ta : 
2ab < a+b_ 2bc # Š‡ € | 2ca tuiổ 
a+b 2 'b+c Ế2 c+a P) 

Cộng từng vế các bất đẳng thức và chia hai vế cho 2 ta được 


ab bc : ca .a†b+c 
a+b b+c c+a. 2 


Đẳng thức xây ra khi a= b =c. 
4.88. a) Ta có thể viết 
P=lx+1|+|Ðx + 5|+ |I8 - 3x| > |(x + D + @x + 5) + 8 - 3x)| = 24 


(Áp dụng bất đẳng thức |a| + |b| + |c| > |a + b + e|). 


x+l>0 ##1<U 
Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi () 32x+5 >0 hoặc I) 42x+5<0 
18—3x>0 IS— 3x <0. 


Hệ (1) có nghiệm —I < x < 6 ; Hệ (II) vô nghiệm. 
Vậy giá trị nhỏ nhất của P là 24 khi —1 < x < 6. 
b) Áp đụng bất đẳng thức _ |z - ð| > |a| — |b| ta được 
|x - 1| > |x|- 1. 
ly¬2|>ly|~2. 
Z— 3| > lz| — 3. 
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Do đó Ø > |x| + |y| + |z| —6 = 2006 - 6 = 2000. 


Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khí x - I>0;y-2>0;z-3>0và 
x + y +z= 2006. 


Chẳng hạn x = 2000 ; y= z = 3 thì |x — 1| =[9099: y-2| =1 z—3| = Ủ: 
Vậy giá trị nhỏ nhất của @ là 2000. 
: =Í 
4.89. a) ŠS= ¬.. : b) §=( TT ;+e]. 
343 — 1) sẽ 
c) Bất phương trình được đưa về dưới dạng 
q 1) (1+ vã)” = Ni đi, 
Vậy §=(Tœ; 1+3] 
đ) Bất phương trình đã cho tương đương với 
10>(x+ NỀN =jy 45)? cex ST, 
Vậy § = — : l : 
6ê 
4.90. a) Với m = 3, tập nghiệm của bất phương trình là Ø 
h : : : I+m? 
Với m < 3, tập nghiệm của bất phương trình là | —œ ; m3 


2 
Với m > 3, tập nghiệm của bất phương trình là (UẾẾ TT! 2Ì. 
b) Với m = 0Ö hoặc m = 2, tập nghiệm bất phương trình là R. 
: 1 
Với m < 0 hoặc m > 2, tập nghiệm của bất phương trình là lx ;t = 


: lÌ 
Với Ö < m < 2, tập nghiệm của bất phương trình là [— : mÍ 


.. _. =ử 
c) Nếu z < 10 thì tập nghiệm của bất phương trình là [— , = r8) 


". ¬-. — 7 
Nếu m > 10 thì tập nghiệm của bất phương trình là [ l. ` +e] : 


m — 10 
Nếu mm = I0 thì bất phương trìntbvttglnậfam 
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đ) Nếu me (œ; ~45]1t2[A5; +œ) thì tập nghiệm của bất phương trình 
là œ ;—m —\Jm” 5] [-m+ \mˆ—5 ; +oo), 


Nếu me (—x/5;^/5 ) thì tập nghiệm của bất phương trình là IR. 


: l 
e) Nếu m = 0 thì tập nghiệm của bất phương trình là [-= ;— nÌ 


Nếu m > 4 thì bất phương trình vô nghiệm. 
Nếu 0Ö < m < 4 thì tập nghiệm của bất phương trình là 
=“¬= 
m ' m 


Nếu zm < 0 thì tập nghiệm của bất phương trình là 


=“= _= 
—œ® ;——————— |\)|——a; +o'|. 
m m 
+ ` PA kì “, ` ` 3 
f) Nếu m = 3 thì tập nghiệm của bất phương trình là -š:+e)] 


Nếu m < 3 thì tập nghiệm của bất phương trình là 


| m+1— 3m? — Tm +10 —. | 
—@ " ———— | \t )| ——————: +© |. 


3 


Ẻ m — 3 m— 3 


Nếu ø > 3 thì tập nghiệm của bất phương trình là 


nam .nn 


m—3 Ẻ mwT— 3 


4.91.a){4;5;6;7;8;9;10; 11}. 
b) Không có nghiệm nguyên. 


4.92. a) m c lŠ:+s) 
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4.93. a) Vô nghiệm. 
b)5= [0 ; +e). 
TA S7 
; +@ 


#) 


c)$ = (œ ; —3) VU (—l ; 4) QJ 


4.94. a) x e (=œ© ; —4] Q/[—2; —l ]t2[1; +©). Nướng dẫn. Đặt /=x” + 3x — 1, 
b) x e (2; —1) (2 (2; 3). Hướng dẫn. Đặt ! = x” — x — 4 
c)x €(Tœ; ~2) Q2 (—1; 3) © (4 ; +eo). 


đ)xe(-2; l). 
C n Koo ni 1]. 
5/0067 : b)x € |¬2:3 | 
4 s5 có 
9xe|3:3Ì: d) xe [: ; 6]. 


4.96. a) Do 2x” — 2x +3 > 0 với mọi x nên bất phương trình tương đương với : 
x° -(2 + m)x+ 4> 0. 
Để bất phương trình nghiệm đúng với mọi x, điều kiện cần và đủ là 


A=(2+m)? -16 < 0 hay - 6 < m< 2. 


b)#zr e (2; 4). 
4.97. Đặt ¡ = x” phương trình trở thành ƒ() = ứn + 3)tÊ — (2m - 1) - 3= 0, 
tủ 


« Nếu ø + 3 = 0, tức là z = ~3 thì 0) = 7 = 3 = 0, từ đó r =Ÿ. Suy ra 


phương trình đã cho có hai nghiệm x = 1 


e Nếu m + 3 # 0 © m z —3 

Khi đó, A = (2m — 1L) + 120n + 3) = 4m” + §m + 37 > 0 với mọi m 
nên phương trình ƒ{) = Ô luôn có hai nghiệm phân biệt khác 0 

(vì c= 3 #0). 
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4.98. 
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+) Phương trình 7) = 0 có hai nghiệm dương khi và chỉ khi : 


S 2m — Ì 
Bơm tỏ 2m—-1<0 
<é>m<_— 3 
—3 m+3<0 
ƑŠ 0 
m+ 3 


Khi đó phương trình đã cho có bốn nghiệm phân biệt. 
+) Phương trình ƒ/() = Ô có hai nghiệm âm khi và chỉ khi : 
2m —I 


<0 | 
2m-1>0 — ¬- 
"¬ Quỹ Am" ©>4”” 2 (không tổn tại m). 
P= 3 >0 m+3<Ô ng, 
m+>3 


+) Phương trình ƒ() = Ô có một nghiệm âm và một nghiệm dương khi và 
chỉ khi øc = (—3)Œn + 3) < Ö © m > -3. , 
Khi đó phương trình đã cho có hai nghiệm phân biệt. 
Tốm lại: Với  > ~3 phương trình có hai nghiệm phân biệt, 
Với m.< —3 phương trình có bốn nghiệm phân biệt. 


Š. 3 ¬".~. — ` 
a) Nếu đặt Ñx) =g 2 thì 
f>0xe [~S:-Ÿ] 
/@0<0 xe [=5 | [—§¡+®] 
ọ 8 
x75 Jxđ 
b) Nếu đặt ø(z) = mm—— 
xˆ+5x+4 


ø(Œœ&)<0 ©Sx e(-4;-—1)t2(1;4), 
g2) >0 —©>xe(T-œ; - 4) 2 (—1; 1)© (4; +œ). 


2_—_ — 
c) Nếu đặt hœ) = S2 — 7 mì 
6x -x+5 
1\ (2 
h(x)>0€>xe (-=:~s)©(3:+e), 


Tang 
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h9 <0 xe | : j 


đ) Nếu ñ8y0)vS De thì p(x) > 0 khi và chỉ khi 
x(Œ“ —8x+ 5) 
xe(-12,-J5)©2(0;4—X11)6(V5 ;V12)2(4+V11 ; +3). 
p) < 0 khi và chỉ khi 
xe(-œ;~x12)2(-x5;0)2(4—X1T ;V5)(12:4+ V11). 


4.99, a)x 6€ (5; +); 
b)x c(—œ ; 3/2) (2 (3/2 ; + œ). 


Hướng dẫn. \xŠ - 4x” +4 = |x — 4/2| (x2? + 32x + #4). 


e0xe(2:= 110 | 3Ì: 


3° 
Š-‡VI2 


3 


4.100. a) xe : : | Hướng dẫn. Phương trình viết thành 


Xxư-I>wx-2+x-3 
Với điều kiện x > 3, bình phương hai vế ta được bất phương trình tương 
đương 


x—lÌ>2x-5+24(x- 2)(x-— 3) 
©® 4-x>2\Œz - 2)(x - 3) 
4-x>0 
Me > 4(x — 2)(x — 3). 


b) x e (Œ—œ, 0) (2 (1, +©). Hướng dẫn. Đặt † = Jx? -x+1>0. 


Bất phương trình trở thành 2¿ — ; — 1 > 0. 
EJ.# >1. 
d) Viết bất phương trình về đạng : 


l&« - D(x +1) _ Jx 1 giản lay la ca 
x * bã X nh 


Điều kiện : —l < x < 0 hoặc x > 1. 
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Nhận thấy x = l không phải là nghiệm của bất phương trình nên có thể 
coi x # Ì. 


x-Íl 


Khi đó 


> 0 nên bất phương trình đã cho tương đương với 


.. (®) 


+ Nếu —l < x <0 thì 4x + 1 <1 suy ra bất phương trình không có nghiệm 
trong nửa khoảng [—1 ; 0). 


+ Với x > L, bình phương hai vế của (*) ta đi đến : 


x7] 


(1n 2 
# T 


Mặt khác, theo bất đẳng thức Cô-si ta có 


si 
....ne" 
b9 x 


Dấu băng xây ra khi và chỉ khi x-l=— tức là khi và chỉ khi 


` 1+5 


2 
V600 c2 TỶ ca 
X X 2 


Kết luận. Tập nghiệm của bất phương trình là 


GP SI ạ: 


2 2 
4.101.a) x e (œ©; - 46)+2(0; J2)t2(2+2A2, + œ). 


b) x <(-š:+=). 
c€) xe[3;4)© (4, + œ). 
đ) xe(1;3). 


4.102. a) x < + 


be, Ÿ4). booktoan.com 
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c) Điều kiện |x+3|#l @ x+3z1 và x+3#-l hay x#-2 và 
X # -4. 


*# Nếu x < -3, bất phương trình đã cho tương đương với 


3 3 
——————>-x— < —_-(x+2)<0 
== ự HS TT sở Nm ha HT G ) 

2 2 2 
3—-(x + Ôx +8) —x -_ 6x =5 _„ b3 +ÓxY +5 vo 
x+4 x+4 x+4 
S>xe€|l-5; -4). 
* Nếu -3 < x < -2, bất phương trình đã cho tương đương với 
Đà 

>-x-2© 53#⁄/050/ev6 9127 0pesgs2 

x+2 x+2 x+2 


Không có x thoả mãn yêu cầu điều kiện -3 < x < -2. 


* Nếu x > —2, bất phương trình đã cho tương đương với 


3 2 
s2xt¿e© 5 (x+2)>0<©3-(x+2) >0 


“>(U3=+<2)(v314++x33)>0 eásễ2eal3<as42=3. 
Vậy =2 g SE” 2029415 
Kết luận. +>e[c5:=~áýt 21724 3† 


d) Nếu x < 2 bất phương trình đã cho tương đương với 


kì 9 5S—x?) +4x 
————>- °ì = —==——=—— Ở ml; 
GEETSY|DNMGSG2204271E79402012222227075- 00022 02 vuuảu, 
Nếu 2 < x < Š5 bất phương trình đã cho tương đương với 

9 9 9+(2-x)? 
==—==ÈỀ#= =1 —=- =... 
s.yr 31 2©z—c†? ⁄XeU >0. 
Vậy 2<x<5, 
Nếu x > 5 bất phương trình đã cho tương đương với 
= ....ẽ Š 1-24 —¬@-Z«b 
x-Š-3 =5 x—8 

— /v2 — _ v2 —— 2 

8= 10x + 16) co „. x“ +10x l Tp. lb 2huÄi DỆ TT 

x8 booktốan*om x8 
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Vậy 8< x<5+ v18. 

Kết luận xe(-œ;—1](;5(8; 5+ V181. 
4.103. a) Với m = v5 phương trình trở thành 

335 pˆev5+1 =0, 
1+ V5. 
345 

Với m # x5 phương trình có nghiệm khi và chỉ khi 
A = 9m” — 4(Œm + l)ứn — >0 © 5mˆ — Á(] —Al5 ym + 445 > 0, bất 
phương trình này nghiệm đúng với mọi mò (vì A'„=4(1 =5 )“— 20 45 <0). 


có nghiệm + = 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm với mọi ?:. 
b)m e(-] TT) ); 
4.104. m < Ô : phương trình vô nghiệm 
m =Ö: phương trình có hai nghiệm 
0 <m <4: phương trình có bốn nghiệm 
m = 4: phương trình có ba nghiệm 
m > 4: phương trình có hai nghiệm. 
4.105. Khi m = 0, dễ thấy phương trình đã cho có một nghiệm duy nhất x = 0. 


` : : l—f _ : 
Giả sử m #0. Đặt / = l— mx, ta có x = và ta được phương trình 


mìÌi = ?* + (2m - 3) + 2 — m. q1) 


Hiển nhiên phương trình đã cho có một nghiệm duy nhất khi và chỉ khi 
(1) có một nghiệm duy nhất. Ta có phương trình (1) tương đương với 


t>0 <Q0 


I hoặc (H ị 
“ |2 +ứn - 3+ 2— m =0 xế êm |7? + (mm - 3) + 2 — m = 0. 


Ta xét các trường hợp sau 


e Trường hợp m > 2. Lúc này mỗi phương trình bậc hai trong hệ (I) và 
(ID đều có hai nghiệm trái dấu, suy ra mỗi hệ (D và (II) đều có một 
nghiệm, nghĩa là phương trình (1) có hai nghiệm (trái dấu). Vậy m > 2 
không thoả mãn điều kiện của bài toán, 
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4.106 


4.107. 
4.108. 
4.109. 
4.110. 
4.111. 
4.112. 
4.113. 
4.114. 


e Trường hợp zm < 2. Lúc này phương trình bậc hai trong hệ (I) có hai 
nghiệm í = ] và í¿ = 2 — m. Do m < 2 nên cả hai nghiệm này đều thoả 
mãn điểu kiện />0. Vậy nếu í #¿, tức là m #1 thì hệ (I) có hai 
nghiệm phân biệt, tức là (1) có ít nhất hai nghiệm phân biệt, không thoả 
mãn yêu cầu của bài toán. 

Cuối cùng, khi ø = I, dễ thấy hệ (I) có một nghiệm duy nhất / = I, hệ 
(ID vô nghiệm nên phương trình (1) có một nghiệm duy nhất. 

Tóm lại, các giá trị của z thoả mãn yêu cầu đề bài là m e {O; 1). 

. a) Đúng. 

b), c), đ), e), Ð, g), h), 1), k) sai. Học sinh tự lấy phân ví dụ. 

Phương án (B). 

Phương án (B). 

Phương án (A). 

Phương án (D). 

Phương án (B). 

Phương án (B). 

Phương án (€). 

Phương án (Bì). 


4.115. a) c> (4) ; b) c> (1); c) <© (3); đ) (2). 
4.116. a) m |<| 2 ; b) m |<Ì 2 : 
c) m|>|2 ; đ) m || 2. 
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:hươn V 


THỐNG KÊ 


A. NHỮNG KIẾN THỨC CẦN NHỚ 
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«Ổ Một đấu hiệu là một vấn đề nào đó mà người điều tra quan tâm. Mỗi 
đối tượng điều tra gọi là một đơn vị điều tra. Mỗi đơn vị điều tra tương 
ứng với một số liệu gọi là giá trị của dấu hiệu trên đơn vị điều tra đó. 

® Một tập con hữu hạn các đơn vị điều tra gọi là một xấu. Tập hợp các số 
liệu thu được sau khi điều tra trên mẫu gọi là một mẫu số liệu. 

° Bảng phân bố tần số gồm hai dòng (hoặc hai cột). Dòng (cột) đầu ghi 
các giá trị khác nhau của mẫu số liệu. Dòng (cột) thứ hai ghi tần số (số 
lần xuất hiện của mỗi giá trị trong mẫu số liệu) tương ứng. Nếu bổ sung 
một dòng (cột) thứ ba ghi tần suất (tỉ số % giữa tần số và kích thước mẫu) 
thì ta có bảng phân bố tần số - tần suất. 

« Khi số liệu được ghép thành lớp, mỗi lớp gồm các số liệu. nằm trong 
một đoạn (hay nửa khoảng) nào đó, ta có bảng phân bố tần số (tần số - 
tần suất) ghép lớp. 

® Số trung bình được tính bởi công thức 


Độ lệch chuẩn s là căn bậc hai của phương sai. 
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* Nếu mẫu số liệu được cho dưới dạng một bảng phân bố tần số thì 


\ ái 
;=] 


2 

ST b 

= — 0 -=s. H.xX. . 

11 2 LÝ † 7 

Níd N l} 
L//) 
trong đó n, là tần số của số liêu x, (¡= I,2,...,m), Ð_m; = N. 

¿=l 


s Nếu mẫu số liệu được cho dưới dạng bảng tần số ghép lớp (Bảng 7a, 7b 
SGK) thì 


trong đó ø, là tần số của lớp thứ ¿, x, là giá trị đại diện của lớp thứ ¿, tức là 
trung điểm của đoạn (hay nửa khoảng) ứng với lớp thứ ¡ ( = 1, 2,..., m). 


S0 trimdsdÐ 2t the c2 


của mẫu số liệu nếu N lẻ và là trung 


TT. `. N : : ` 1... 
bình cộng của giá trị thứ 5 và 5 + I nếu X chắn (khi xếp các giá trị 
của mẫu số liệu theo thứ tự tăng dần). Số trung vị được kí hiệu là Ä⁄,. 

s Mốt là giá trị có tần số lớn nhất. Mốt được kí hiệu là A⁄,. 


B. ĐỀ BÀI 


3.1. 


§1. MỘT VÀI KHÁI NIỆM MỞ ĐẦU 
§2. TRÌNH BÀY MỘT MẪU SỐ LIỆU 


Trong các bài tập của chương này, yêu cầu tính toán các số liệu làm tròn 
đến hàng phần trăm. 
Giá bán của 80 lô đất (đơn vị triệu đồng) được ghi lại trong bảng phân bố 


tần số phếp lớp sau 
Phệp ch booktoan.com 
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`.2. 


¬.: 
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Lớp Tần số 
(79,5 ; 84,5) 5 
[34.5 ; 89,5) 10 
[89,5 ; 94,5) "- 
[94.5 ; 99,5) 26 
(99,5 ; 104,5) li 
[104,5 ; 109,5) 
[109,5 ; 114,5) 4 


a) Bổ sung thêm cột tần suất ; 

b) Vẽ biểu đồ tần số hình cột ; 

c) Vẽ đường gấp khúc tần số. 

Điều tra về số tiền mua sách trong một năm của 40 sinh viên ta có mẫu số 
liệu sau (đơn vị : nghìn đồng) 

203 37 141 43 hi) 3U 252 736 32l 123 
425 27 12 87 215 358 S2] 863 284 279 
608 302 703 68 1490 327 127 125 489 234 
495 968 350 57 75 503 712 440 8S 404. 

a) Hãy lập bảng phân bố tần số - tần suất ghép lớp gồm 10 lớp. Lớp đầu tiên 
là đoạn [0 ; 99], lớp thứ hai là đoạn [100 ; 199],.... (Độ đài mỗi đoạn là 99). 
b) Hồi có bao nhiêu phần trăm số sinh viên mua sách từ 500 ngàn đồng trở lên ? 


c) Xét tốp 30% số sinh viên dùng nhiều tiền để mua sách nhất. Người 
mua ít nhất trong nhóm này mua hết bao nhiêu 2 


Với mỗi tỉnh, người ta ghi lại số phần trăm những trẻ em mới sinh có trọng 
lượng dưới 2500 g. Sau đây là kết quả khảo sát ở 43 tỉnh (đơn vị :%). 

SN, `” 5.2 5,8 6,4 7,3 6,5 6,9 6,6 — 7,6 

8,6 6,5 6,8 5,2 Đại 6,0 4,6 6/9 7,4 VẤY: 

7,0 6,7 6,4 7,4 6,9 5,4 7,0 TP 8,6 6,1 

76 7Ì 79 80 87 59 52 68 77 7 


6,2 54 7.4. 
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5.4. 


55. 


5.6. 


a) Hãy lập bảng phân bố tần số tần suất ghép lớp gồm 5 lớp. Lớp thứ 
nhất là nửa khoảng [4,5 ; 5,5), lớp thứ hai là [5,5 ; 6,5),.... Độ đài môi 
nửa khoảng là ]). 


b)Vẽ biểu đồ tần số hình cột. 

c) Vẽ biểu đồ tần suất hình quạt. 

Doanh thu của I9 công ti trong năm vừa qua được cho như sau (đơn vị : 
triệu đồng) 

17638 16162 18746 16602 17357 15420 19630 
18969 17301 18322 18870 17679 I8I101 16598 
20275 19902 7735 18405 18739 

a) Lập bảng phân bố tần số tần suất ghép lớp, sử dụng sáu lớp 
[15 000; 16 000) ; [16 000; 17 000),..., [20 000 ; 21 000). 

b)Vẽ biểu đồ tần số hình cột ; 

c)Vẽ đường gấp khúc tần số. 


Kết quả của một kì thi môn Tiếng Anh của 32 học sinh được cho trong 
mẫu số liệu sau (thang điểm 100) : 


68 h?» 49 56 69 74 41 hóc, 
79 61 42 ĐU 60 88 87 47 
65 55 68 6S 50 78 ỐI 90 
86 65 66 72 63 95 72 14. 


a) Lập bảng phân bố tần số - tần suất ghép lớp, sử dụng sáu lớp : 
[40 ; 50); [50 ; 60);... ; [90 ; 100). 

b) Vẽ biểu đồ tần số hình cột. 

c) Vẽ biểu đồ tần suất hình cột. 


§3 CÁC SỐ ĐẶC TRƯNG CỦA MẪU SỐ LIỆU 


Trong các bài tập dưới đây, yêu cầu tính các số trung bình, số trung vị, 
phương sai, độ lệch chuẩn (chính xác đến hàng phần trăm). 
Doanh thu của 8 cửa hàng ăn trong một ngày ở khu phố A (đơn vị triệu 
đồng) như sau : 

2 2 2325 2 10 100 2 10. 


Tìm số trung bình và số trung vị, EØ,nào làm đại điện tốt hơn 2 


175 


"90 


5.8. 


5.9. 


5.10. 
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Một câu lạc bộ thiếu nhi trong dịp hè có mở 7 lớp ngoại khoá. S1 số của 
các lớp tương ứng là : 

43 4I 52 13 2I 39 46, 
Tìm số trung bình và số trung vỊ. 


Giá bán của 60 mặt hàng ở một cửa hàng được thống kê trong bảng tần số 
ghép lớp sau đây (đơn vị : nghìn đồng). 


Lớp 
[40 ; 49] 
[50; 59] 
[60 ; 69] 


0: 79] 
[80.; 89] 


Tính số trung bình. 


Tuổi các học viên của một lớp học tiếng Anh buổi tối ở một trung tâm 
được ghi lại trong bảng tần số ghép lớp sau 


Lớp Tần số 
[15 ; 19] 1Ô 
(20 ; 24I 12 
(25: 29] 14 
(30 ; 34] 9 
Tính số trung bình. 


Nghiên cứu mức tiêu thụ xăng của một loại ô tô, một công ti chế tạo ô tô 
ở MI đã cho 35 xe chạy thử và xác định xem với 1 galông xăng (Igalông 
= 4,546 líU), một xe chạy được bao nhiêu dặm (I dặm = I,609 km). Kết 
quả được cho trong bảng tần số ghép lớp sau đây. 
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Lớp Tần số 
[20; 24] 2 
[25; 29] 7 
[30 : 34] l5 | 
3:5] 8 
[40 ; 44] 3 


Tính số trung bình và độ lệch chuẩn. 
5.11. Số tiền cước phí điện thoại (đơn vị : nghìn đồng) của 7 gia đình trong khu 
phố 4 phải trả được ghi lại như sau : 
83 70 92 7] 69 83 74. 
Tính số trung bình, số trung vị, mốt và độ lệch chuẩn. 
5.12. Thời điểm mà các nhân viên của một công ti ngủ đậy mỗi buổi sáng 
được thống kê trong bảng phân bố tần suất ghép lớp sau (đơn vị : g1Ờ) : 


Tính số trung bình. 


5.13. Số người cấp cứu đến bệnh viện A trong hai ngày thứ hai và thứ sáu được 
cho trong bảng tần số ghép lớp dưới đây. 


Tần số 
(trong ngày thứ sáu) 


Tần số 
(trong ngày thứ hai) 


L4; 7] 
[8§; 11] 


[12; 15] 15 21 
[16 ; 19] 26 27 
[20 ; 23] l6 13 
[24 ; 27] 7 3 
8:31) 
N=72 N=64 


Tính số trung bình và độ lệch chuẩn của hai mẫu số liệu và so sánh độ 
hân tán của chúng. 
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5.14. Số tiền điện phải trả của 50 hộ trong khu phố A được thống kê trong bảng 
phân bố tần số sau đây (đơn vị nghìn đồng). 


Lớp Tần số 
[375 ; 449] 6 
[450 ; 524] 15 s1 
[525 ; 599] 10 
[600 ; 674] 6 
[675 ; 749] 
[750 ; 824] 

N=50 


Tính số trung bình và độ lệch chuẩn. 

5.15. Trong một đề tài nghiên cứu về bệnh A, người ta ghi lại tuổi của 50 bệnh 
nhân mắc bệnh này. Số liệu thống kê được trình bày trong bảng phân bố 
tần số sau đây. 


Lp 
[1Š ; 19] 10 

20; 24] 
[25; 29] 14 Ỉ 


{30 ; 34] 9 
D9.) 5 
—— |} s8 


Tính số trung bình và độ lệch chuẩn. 

5.16. Một cửa hàng sách thống kê số tiền (đơn vị : nghìn đồng) mà 60 khách 
hàng mua sách ở cửa hàng trong một ngày. Số liệu được ghi trong bảng 
phân bố tần số sau : 


Tân số 
: 
[50 ; 59] 6 
[60 ; 69] 19 
[70 ; 79] 23 
[BO ; 89] 
w_=60 


Tính số trung bình và độ lệch chuẩn. 
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5.17. 


5.18. 


Š.10, 


5.20. 


Người ta chọn một số bút bi của hai hãng sản xuất A và B và thử xem sử 
dụng một bút sau bao nhiều giờ thì hết mực. Kết quả như sau (đơn vị g1Ò) : 
LoạbútA:23 2S 27 2§ 30 35. 

LoạibútB:l6 22 2§ 33 4ó6.. 

a) Tính số trung bình và độ lệch chuẩn về thời gian sử dụng của mỗi loại bút. 
b) Giả sử hai loại bút Á và Ö có cùng một giá. Dựa vào sự khảo sát trên, ta 
nên quyết định mua loại bút nào, 

Khối lượng (đơn vị : pound ; l pound = 0,454 kg) của một nhóm người 
tham gia câu lạc bộ sức khoẻ được ghi lại như sau : 

175 166 14 183 206 190 12§ 147 156 166 174 15§ 196 
120 165 189 174 14& 225 192 177 154 140 180 172 135. 
Tính số trung bình, số trung vị và mốt. 

Vận tốc (dặm/h ; ldặm = 1,609 km) của 400 xe ôtô chạy trên con đường 
A được ghi lại trong bảng tần số ghép lớp sau : 

Tânsó — —| 

[753.32 7) 18 
2/0) 76 

37.0025) 200 

[42,5 ; 47,5) 100 

__ Ha. p6. - — 
77 | N40 | 


Tính số trung bình, độ lệch chuẩn. 


Một cửa hàng ăn ghi lại số tiền (nghìn đồng) mà mỗi khách trả cho cửa 
hàng. Các số liệu được trình bày trong bảng tần số ghép lớp sau : 


| M:A 2 


Tính số trung bình và độ lệch chuẨP¬n com 
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§.21. Điểm trung bình thi học kì môn Toán của học sinh nam và nữ của hai 


trường Á và 8 cũng như của mỗi trường được thống kê trong bảng sau : 


Nam và nữ 
74 


Tính điểm trung bình của học sinh cả hai trường A và Ö (chính xác tới 
hàng phần chục). 


BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG V 


5,22. Chiều cao của một mẫu gồm 120 cây được trình bày trong bảng phân bố 
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tần số ghép lớp sau đây (đơn vị : m) : 


Lớp Tần số 
[17; 1,9) 4 
[1,9; 2,1) II 
21:25) 26 
[2,3 ; 2,5) 21 
[2,5; 2/7) 17 
[2,7 ; 2,9) 11 
[249;3,) —_ 7 
i32 6 
[3.3 ; 3,5) bo 
[3,5 ; 3,7) 3 
[3,7 ; 3,9) s= 
[3,9 ; 4,1) 2 

N=120 


a) Vẽ biểu đồ tần số hình cột. 
b) Vẽ đường gấp khúc tần số. 
c) Dựa trên hai biểu đồ này, có nhận xét gì về xu thế phân bố chiều cao 


của cây ? Phần lớn số 2E có chiều cao nằm trong khoảng nào ? . 
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5.23. Trong tất cả các mẫu số liệu kích thước 5 với số trung vị là I2 và số trung 
bình là 10, hãy tìm một mẫu số liệu có biên độ nhỏ nhất (biên độ của mẫu 
số liệu là hiệu giữa giá trị lớn nhất và bé nhất của mâu số liệu). 

5.24. Một công ti có 45 chiếc xe. Mức tiêu thụ xăng (đơn vị : lít) của mỗi xe 
trong tuần qua được ghi lại như sau : 

I23 132 lI30 II9 106 97 121 109 118 

128 132 115 130 ¡i25 I2I 1272 144 115 

I0/ IIO II2 118 115 134 132 139 144 

104 128 138 II4 121 129 128 Il6 ¡138 

129 113 105 142 122 131 126 III 142 

a) Lập bảng phân bố tần số ghép lớp với các lớp là : 
[90 ; 100), [100 ; 110),..., [140 ;150). 


b) Tính số trung bình và số trung bình (xấp xi) dựa trên bảng phân bố tần số 
ghép lớp. 
c) Tính số trung vị. 


GIỚI THIỆU MỘT SỐ CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM KHÁCH QUAN 


Trong các bài từ 5.25 đến 5.26, hãy chọn phương án trả lời đúng trong 
các phương án đã cho. 

5.25. Bảng phân bố tần số sau đây ghi lại số gbế trống trong các chuyến bay từ 
Hà Nội đến Tp. Hồ Chí Minh. 


[10 ;14] 
[15 ; 19] 
[20 ; 24] 
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5.26. 


5.27. 


Š.28. 


MU. D 


5.30. 


5.31. 
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Tỉ lệ phần trăm số chuyến bay có nhiều nhất 19 ghế trống xấp xỉ là 

(A) 15%; (B) 29% ; 

(Œ 71%; (D) Không thể xác định được từ bảng trên. 
Giả sử kích thước mãu là N, Khi đó luôn có l3] (phần nguyên của) Số 
liệu trong mẫu lớn hơn hoặc bằng 

(A) Số trung bình ; (B) Số trung vị ; 

(C) Mốt ; (D) Độ lệch chuẩn. 

Chọn khẳng định sai trong các khẳng định sau về số trung bình z 

(A) Tất cả các số liệu trong mẫu đều phải dùng để tính số trung bình x ; 
(B) Số trung bình x bị ảnh hưởng bởi các giá trị quá lớn hay quá bé ; 


N 
(C) Tổng Ð_(x; — X) = 0 

i=l 
(D) Một nửa số liệu trong mẫu lớn hơn hoặc bằng #. 
Chọn khẳng định đúng trong các khẳng định sau về số trung vị Mẹ 
(A) Số trung vị luôn là một số liệu nào đó của mẫu ; 
(B) Số trung vị bị ảnh hưởng bởi các giá trị quá lớn hay quá bé ; 

N 

(C) Tổng Ð_(x¡ — M,) = 0. š 

i=I 


(D) Có l2 số liệu lớn hơn hoặc bằng Ä⁄,, ở đó N là kích thước mẫu. 


Trong các bài từ 5.29 đến 5.33, hãy chọn phương án trả lời đúng trong 
các phương án đã cho. 


Các giá trị xuất hiện nhiều nhất trong mẫu số liệu được gọi là 


(A) Mốt ; (B) Số trung bình ; 

(C) Số trung vị ; (D) Độ lệch chuẩn. 

Nếu đơn vị đo của số liệu là kg thì đơn vị của độ lệch chuẩn là 
(A) kg; (B) kg” ; 


(C) Không có đơn vị (hưsố); — (D)kg/2. 
Một học sinh ghi lại bảng TP bố tần suất của một mẫu số liệu như sau 


Tần suất (%) 


Tuy nhiên, em đó quên ghi kích thước mẫu N. Khi đó, giá trị nhỏ nhất có 
thể có của ® là 


LẠ), (B)8; LÊ) lỗ: 0B) SE 


5.32. Cho X, Y, Z là ba mẫu số liệu đôi một không có phần tử chung. Số trung 
bình của các mẫu số liệu X, Y, Z, X©/ Y, X2 Z và Y © Z được cho trong 
bảng dưới đây. 


Khi đó, số trung bình của mẫu X\) Y QJ Z là 
(A)33; (H335; (C) 33,66 ; (D) 34. 


3.33. Học sinh tính A (gồm lớp I1 và lớp 12) tham dự Kì thi học sinh giỏi Toán 
của Tỉnh (thang điểm 20) và điểm trung bình của họ là 10. Biết rằng số 
học sinh lớp L1 nhiều hơn số học sinh lớp 12 là 50% và điểm trung bình 
của khối 12 cao hơn điểm trung bình của khối I1 là 50%. Điểm trung 
bình của khối 12 là 


(A) 1Ô; (B) 11,25; liên li iSe s- (D) 15. 
C. ĐÁP SỐ —~ HƯỚNG DẪN - LỜI GIẢI 


5.1. a) Bổ sung cột tần suất, ta được 


Lớp _- Giá trị đại diện Tần số Tần suất (%) 
mịmÐ J 8 [| 5 [| 93 
B25:899 I550 


B85 :945 I375 


B5:965) —?— san 


[99,5 ; 104,5) 16,25 


[104,5 ; 109,5) = = B= 8,75 
[109,5 ; 114,5) 112 4 5,00 
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b) Biểu đồ tần số hình cột (h.5. 1) 


795 845 895 945 995 1045 109/5 114,5 
Hình %.1 


c) Đường gấp khúc tần số (h.5.2) 


Hình 5.2 
5.2. a) Bảng phân bố tần số - tần suất ghép lớp : 


Tân suất) 
09 | 9 | 25 — 


100; 159] 


184 


Buổ, 


b) Nhìn vào bảng trên, ta tính được tỉ lệ sinh viên mua từ 500 ngàn trở lên 
là 5% + 2,5% + 2,5% + 2,5% + 7,5% = 20%. 

©) Xét tốp 30% số sinh viên mua nhiều tiền nhất. Nhóm này có 40 x to =12 
sinh viên. Có tám sinh viên tiêu từ 500 ngàn trở lên. Ta cần chọn thêm 
bốn sinh viên nữa trong nhóm thứ 5, nhóm tiêu tiền trong đoạn [400 ; 499] ; 
năm số liệu trong nhóm này là 498 ; 489 ; 440 ; 425 và 404. Do đó, người 
mua ít nhất là 425 nghìn đồng. 


a) Bảng phân bố tần số - tần suất ghép lớp 


Lớp Tần số Tần suất (%) 
(4,5 ; 5,5) 9 20,93 
[5,5 ; 6,5) 6 13,95 
[6,5 ; 7,5) 

[7,5 ; 8,5) 
[8,5 ; 9,5) 


b) Biểu đồ tần số hình cột (h.5.3) — c) Biểu đồ tần suất hình quạt (h.5.4) 


Hình 5.3 Hình 5.4 
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5.4. a) Bảng phân bố tần số - tần suất ghép lớp 


Lớp Giá trị đại diện Tần suất (%) 


[15000 ; 16000) 15500 
[16000 ; 17000) 16500 3 | 1579 
[17000 ; 18000) 5 26,32 
[18000 ; 19000) 18500 7 36,84 


[19000 ; 20000) 19500 2 10,53 
[20 000 ; 21000) 20 500 1 


b) Biểu đồ tần số hình cột (h.5.5) c) Đường gấp khúc tần số (h.5.6) 
8 
6 
4 
g2 
15 16 17 1§ 19 20 21 155 165 175 185 19,5 20,5 
(đơn vị : nghìn) 
Hình 5.5 Hình 5.6 


5.5. a) Bảng phân bố tần số — tần suất ghép lớp 


Lớp Tần số Tần suất(%) 
[40 ; 50) 4 12,50 
[50;60 | 6 —_ 18,75 
[60 ; 70) 1] 34,38 
[70 ; 80) 6 18,75 
[80 ; 90) 9,38 
[90 ; 100) 2 6,25 
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b) Biểu đồ tần số hình cột (h.5.7) ©) Biểu đồ tần suất hình cột (h.5.8) 


40 50 60 70 $0 90 100 


Hình 5.7 Hình 5.8 


Š.6. Số trung bình 19,13. Số trung vị là 6. Số trung vị làm đại điện tốt hơn vì 
có sự chênh lệch lớn giữa các số liệu trong mẫu. 


Š.7.. Số trung bình là 36,43. Số trung vị là 41. 

§.8. Số trung bình là 69,33. 

5.9. Số trung bình là 25,7. 

5.10. Số trung bình là 32,43. Phương sai là 24,82. Độ lệch chuẩn là 4,98. 


5.11. Số trung bình là 78,71. Số trung vị là 79. Mốt là 83. Phương sai là 55,63. Độ 
lệch chuẩn là 7,46. 


5.12. Từ công thức tính số trung bình ta thấy 
i=l i=l í=I 
Thay vào công thức trên ta thu được số trung bình là 5,75 giờ tức là 5 giờ 
45 phút. 
5.13. Đối với mẫu số liệu số người cấp cứu trong ngày thứ hai : Số trung bình 
là 18,43 và độ lệch chuẩn là 4,73. 
Đối với mẫu số liệu số người cấp cứu trong ngày thứ sáu : Số trung bình 
là 16,69 và độ lệch chuẩn là 4,13. 
Độ phân tán của mẫu số liệu số người cấp cứu trong ngày thứ sáu nhỏ hơn. 
5,14. Số trung bình là 576,1. Độ lệch chuẩn là 113,08. 
5.15. Số trung bình là 25,7. Độ lệch chuẩn là 6,23. 


Š.16. Số trung bình là 69,33. Độ lệch chuẩn là 10.25. 


lÑ7 


3.17. 


5.18. 


5.19. 
5.2U. 
5.21, 
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Loại bút A : Số trung bình là 28 giờ ; Độ lệch chuẩn là 3,83 giờ. 

Loại bút 8 : Số trung bình ià 29 giờ ; Độ lệch chuẩn là 10,24 giờ. 

Loại bút 8 có thời gian sử dụng trung bình lâu hơn. Tuy nhiên, do độ lệch 
chuẩn lớn hơn nên chất lượng của bút 8 không đồng đều. Nếu không may 
bạn có thể mua phải chiếc bút có thời gian sử dụng rất thấp. 


Số trung bình là 167,8 pound ; Số trung vị là 169 pound. Mốt có ba giá trị 
là 148 pound, 166 pound và 174 pound. 


Số trung bình là 40 dậm/h. Độ lệch chuẩn là 4,12 đặm/h. 
Số trung bình là 216,17. Độ lệch chuẩn là 99,20, 


Gọi số học sinh nam trường A là z ; số học sinh nữ trường 4 là đ' ; số học 
sinh nam trường #Ö là b ; số học sinh nữ trường 8ð là Ð'. 


Tổng số điểm của học sinh nam trường 4A là $(A) = 7,14. 

Tổng số điểm của học sinh nữ trường A4 là §'(A) = 7,6a'. 

Tổng số điểm của học sinh toàn trường A là S(4) + §'(4) = 7,4(a + a). Suy ra 
7,1a + 7,64 = 7,4a + 7,4a` Từ đó 0,22' = 0,3a hay đ' = 1,54. (1l) 
Tổng số điểm của học sinh nam trường ð là $(8) = 8,1 b. 

Tổng số điểm của học sinh nữ trường 8 là Š'(B) = 9,0 Đ', 

Tổng số điểm của học sinh toàn trường Ö là S(®) + S'{B) = 8,4 (b + b). Suy ra 
8,15 + 9,00' = 8,45 + 8,4P'. Từ đó 0,6P' = 0,3b hay Ð' = 0,5b. (2) 
Tổng số điểm mà học sinh nam của hai trường 4 và B nhận được là 


S(A) + S5(ð) = 7,9(a + b). Suy ra 7,la + 8,lb = 7,9a + 7,9b. Từ đó 0,25 = 0,8a 
hay ö = 4a. (3) 


Từ (2) và (3) suy ra ð' = 2a. 
Tổng số điểm của học sinh cả hai trường A và Ö là 
à(1) + SŒ) + SA) + §'{B) = 2,4(a+ 2) + 8,4(b+b) 
= 7,4a + 7,4.1,5a + 8,4.4a + 8.4.2a = 68,9a. 
Số học sinh cả hai trường A và 8 là z + 2'+ + b'=a+ 1,54 + 4a + 2a = 85a. 


ó8,9ø 
g5 g nông 


Vậy điểm trung bình của học sinh hai trường là 
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Ã.22. Ta có 


Lớp Giá trị đại diện | Tần số | Tần suất(%) 
[1,7 ; 1,9) L,8 4 kho 6 
(10t. 20 § 9,17 
l3) 2.2 26 21,67 


[32 2.3) 2,4 17,50 
[2,7 ; 2,9) =H 9,17 


[map [TH 
lộn 3) Fj 5,83 


lo. ó7) 3,6 E) 2:20 


l7) KÂt hộ 4,17 


[3,9 ; 4,1) 4,0 h, 1,67 


a) Biểu đồ tần số hình cột (h.5.9) 


l7 1Ð 21 23 25 27 KUNGNE 5ộ nộ EDNEE =, 


Hình 5.9 
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¬.. 


b) Đường gấp khúc tần số (h.5.10) 


] 
1§Ẽ 20 22 24 26 28 30 32 34 346 3.8 40 
Hình 5.10 


c) Nhìn vào bảng trên ta thấy : Chiều cao của cây nằm trong khoảng từ 
1,1m đến 4,lm. Có 53,34% số cây có chiều cao từ 2,lm đến 2,7m và 
có 88,34% số cây có chiều cao từ 1,9m đến 3,5m. 


Giả sử a < b < m < c < đ là mẫu số liệu kích thước 5 và có số trung bình 
là 10 và số trung vị là 12. Từ giả thiết suy ra m = 12 và a + b+c+ äđ=38. 
Vìc+4>12+ 12 = 24 nên a+ b= 38 - (c + <38§- 24 = 14. Vì a < b nên 
suy ra 22 < a+b < 14. Vậy a < 7. Khi đó, biên độ B= äÄ—a 3 12—7= 5. 
Mẫu số liệu {7 ; 7; 12; 12; 12} có số trung bình là 1Ô và số trung vị là 
12 với biên độ 5. Đó chính là mẫu số liệu có biên độ bé nhất trong số các 
mẫu số liệu kích thước 5 với số trung bình I0 và số trung vị 12. 


5.24. a) Bảng phân bố tần số ghép lớp 
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Giá trị đại diện 


[mu | „Ị c 


[100 ; 110) 
[110 ; 120) 


[130 ; 140) 


[140 ; 150) 
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3.25. 
` P2 
na: 
5.31. 


5.32. 


b) Từ đó tính được số trung bình (tính theo bảng phân bố gbép lớp) là 
123,44 lí. Nếu tính đúng trên mẫu số liệu (khi không ghép lớp) thì số 
trung bình là 123,11 lít. 


c) Để tính số trung vị, ta sắp xếp các số liệu trên theo thứ tự tăng dần như sau : 
97 104 105 106 107 109 110 I11 T12 
lỗ J1. lồ. l5 lÍ§ TP l1 lồ 1T 
121 121 121 122 123 125 126 157 128 
2N l2 8g l2 l2 V2 130 T30 l3T T132 132 
132 1344 13 13 139 142 142 144 144. 


Từ đó số trung vị M, = 123. 


(C). 5.26. (B). 
(D). 5.28. (D). 
(A). 5.30. (A). 
(B). Hướng dẫn : 


125W 
1008 
50 _N 


hết cho 8. Số liệu có giá trị 2 có tần số là N.—— 100 E2 và số liệu có giá 


Số liệu có giá trị 0 và 4 có tân số là W Do đó, N phải chia 


trị 3 là N. 1q =. Do đó, N phải chia hết cho 8 ; 4 ; 2, tức là phải 


chia hết cho BƠNN (bội chung nhỏ nhất) của § ; 4 ; 2. Mà BCNN của 
§ ; 4; 2là§. Do đó, N phải chia hết cho 8. Vậy giá trị nhỏ nhất của N là 8. 


(D). Hướng dẫn : 


Kí hiệu mở, zm và k tương ứng là kích thước của mẫu X, Y và Z; S(X), S(Y) 
và $(Z) tương ứng là tổng tất cả các giá trị của số liệu trong mẫu X, Y và 
Z. Theo bài ra ta có 


$() =37n, S(Y) = 23m, S(2) = 41 và SŒ) + S(T) = (n + m)29. Suy ra 
37n + 23m = 29n + 29m. Từ đó ần = 6m hay n = 0,75m. 
Tương tự, vì S(Y) + §(Z) = (m + k)33 nên suy ra 


23m + 4lk = 33m + 33k. Từ đó 8k = 1Ôm hay k = 1,25m. 
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Dư 


192 


Tổng tất cả các giá trị của số liệu trong mẫu X (Q2 Y (2 Zlà 
SƠ + SƠ) + SŒ = 37n + 23m + 4k 
= 37.0,75m + 23m + 41.1,25m = 102m. 
Kích thước của mẫu X t2 Ÿ (2 Z là 
n+rn+k=0,75m + m + Ì,25m = 3m. 


102m 
3m 


Vậy số trung bình của mẫu X t2 Y Q Z là =34. 


(C). Hướng dẫn : 
Gọ! số học sinh lớp 12 là n. Theo bài ra, số học sinh lớp 11 sẽ là 1,5m. 


Gọi điểm trung bình của học sinh lớp I1 là a. Theo bài ra, điểm trung 
bình của học sinh lớp 12 là I,5a. 


Tổng số điểm của học sinh lớp 11 là § = a.1,5n = 1,5an. 
Tổng số điểm của học sinh lớp 12 là 7 = (1,5a) n = 1,5an. 
Vậy tổng số điểm của học sinh lớp II và 12 là 1,5an + 1,5an = 3an. 


Mặt khác, ta có tổng số học sinh lớp 11 và 12 là n + 1,5n = 2,5n và điểm 
trung bình của lớp 11 và 12 là 10. Do đó, tổng số điểm của học sinh lớp 
[I và 12 là 10.(2,5n) = 25n. 


Từ đó ta có 3an = 25n hay a= = 


Vậy điểm trung bình của học sinh lớp 12 là 1,5a = 1,5. = = 
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hương VI 


GÓC LƯỢNG GIÁC VÀ 
CÔNG THỨC LƯỢNG GIÁC 


A. NHỮNG KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


1. Cung tròn. Quan hệ giữa độ và rađian 


Cung tròn bán kính # có số đo rađian øz (0 < ø< 2m), có số đo đ° 
-(0 <a <36©), có độ dài ! thì : 
ơ 4a 


— =_—.Ỉ =ÑRơ. 
r 180 
2. Công thức lượng giác cơ bản , 
sin(ø + k2) =sin œ cos(ø + k27t)-=cos ø 
sin ø COS # | 
COS Ø sinøa tan 2 
tan(ø + k7) = tan œ cot(ø + km) = cot œ 
cos” œ + sin” ø = l 1+ tan? œ= 5 
COS“ Ø 
| 
l+cot?ø = 5 
Sin“ # 


3. Giá trị lượng giác của các góc (cung) có liên quan đặc biệt 


sin(—#) = —Sin ø sin(r + #) = —sin ø sin(rt —ø) = sinø 
COS(—Ø) = COS # COS(7T + Ø#) = —COS # COS(1t — #) = —COS@ 
tan (—#) = ~ tan # tan(Œt + Øđ) = tan ø tan(r — ø) = —tan œ 
. (T 1L T 

sin 2 — # ]=eosa cos[ 5 — ø Ì=sina sn(5~z]= COf ơ 
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4. Một số công thức lượng giác 


e Công thức cộng 


cos(œ + /)= cosøcos Ø — stn zsin Ø 
cos(z — /)= cosøcos ổ + sin zsin Ø 
sin(œ + /Ø)= sin øcos ổ + cos#sin Ø 


sin( — )= sinøcos Ø - cos#sin 8 


tan ø + tan Ø 
l — tan z tan 8Ø 


tan œ — tan 
tan(œ— Ø)=———————_ 
VỘ Có) I + tan øtan Ø 


tan(ø + Ø)= 


e Công thức nhân đôi 
cos2ø= cos“” đ — sin? 


sin2ø = 2sinøcoOS 2 ; 


2 tan a 
tan2ø = —=.. 
1 ~ tan“ ø 
e Công thức hạ bậc 
2 Í + cos2ø v2 l - cos2z 
COS ==—=.Ỷ Inˆ#=————— 


e Công thức biến đổi tích thành tổng 


cos øzcos đ= 3 [cos(z + /đ) + cos(ø — Ø)] 
sinø cos 8= 2 [sin(a + Ø) + sin(ø — Ø)] 


sinøsin 8= _ [cos(z + /đ) — cos(ø — Ø)] 


e Công thức biến đối tổng thành tích 


+ z— 8. 
COS#@ + cos /=2cos 2 tức Ũ 


, 7 
COSØđ — cos/=-2sin^ D an # : 8 
sin ø + sin đ= 2sin# ~Êoos# —É 
sin ø — sm 8= 2cos#~ Zain #— Ê 
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œ =2cos?ø -—] = l— 2sin” ø ; 
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B. ĐỀ BÀI 


§1. GÓC VÀ CƯNG LƯỢNG GIÁC 


§2. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA GÓC (CUNG) LƯỢNG GIÁC 


6.1. Trong các khẳng định sau đây, khẳng định nào đúng, khẳng định nào sai ? 


6.2. 


6.3. 


6.4. 


6.5. 


a) Góc lượng giác (Ớu, Óv) có số đo dương thì mọi góc lượng giác cùng 
tia đầu, tia cuối với nó có số đo dương. 
b) Góc lượng giác (Ów, Óv) có số đo dương thì mọi góc lượng giác 
(Óv, Ou) có số đo âm. 
c) Hai góc lượng giác (Óu, Óv) và (Ó', Óv) có số đo khác nhau thì các 
góc hình học uÓy, w'Óv' không bằng nhau. 
d) sđ(Óu, Ov) _. sđ (Ow', Ov') = =- thì „Óy = „'Óv'. 
e) Hai góc lượng giác (Óu, Óv) và (Ów', Ov) có số đo sai khác một bội 
nguyên của 2z thì các góc hình học #Óv, 'Óv' bằng nhau. 
f) Hai góc hình học „Ov, zÓv' bằng nhau thì số đo của các góc lượng 
giác (Óu, Óv) và (Ów, Óv') sai khác nhau một bội nguyên của 27. 
Đổi số đo rađian của cung tròn sang số đo độ : : 

27m lĨn 


3m 
a)T—— : b) ko €) "vệ T 
3m 


Đổi số đo độ của cung tròn sang số đo 
rađian : 
a)45°; b)150%; c)72”; đ)75 


Một dây curoa quấn quanh hai trục tròn 

tâm 7 bán kính Idm và tâm 7 bán kính 

5dm mà khoảng cách 7/7 là Sdm (h.6.1). 

Hãy tính độ dài của dây cu-roa. Hình 6.1 
Ở-ra-tơ-xten (Eratosthene), ở thế kỉ thứ H trước Công nguyên (Nguyên 
giám đốc thư viện nổi tiếngAk{eei-cáfB-đri (Alexandrnie)) đã tìm cách 
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6.6. 


6.7. 


6.8. 


6.9. 
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tính bán kính của Trái Đất bằng cách 

đo khoảng cách giữa hai thành phố 
A-lếch-xãng-đri và Xy-en (Syene) là 
§004km (theo đơn vị ngày nay ; thuở 
đó các đoàn lạc đà đi từ thành phố này A 
đến thành phố kia mất 50 ngày đường). 
Biết rằng, khi ở Xy-en tia sáng mặt trời 
chiếu thẳng đứng (nhìn thẳng xuống 
giếng sâu), thì ở A-lếch-xăng-đm, tia 
sáng mặt trời làm một góc (71 
với phương thẳng đứng. Hỏi làm sao 
ỞƠ-ra-tơ-xten suy ra được bán kính 
của Trái Đất (xấp xi 6 400 km) (h. 6.2) ? 


Bánh xe máy có đường kính (kể cả lốp xe) 55 cm. Nếu xe chạy với vận 
tốc 40 km/h thì trong một giây bánh xe quay được bao nhiêu vòng ? 


Hình 6.2 


Xét hình quạt tròn bán kính ®&, góc ở tâm 
(Rˆ>0,0< z< 2n). (h. 6.3). 

a) Biết diện tích hình tròn bán kính £ là xÑ” và điện 
tích hình quạt tròn tỉ lệ thuận với số đo góc ở tâm. 
Hãy tính điện tích hình quạt tròn nói trên, Hỏi ø bằng 
bao nhiêu thì điện tích đó bằng R” ? Hình 6.3 


Ñ 


b) Gọi chu vi hình quạt tròn là tổng độ dài hai bán kính và độ dài cung 
tròn của hình quạt đó. Trong các hình quạt có chu vi cho trước, tìm hình 
quạt có diện tích lớn nhất. 

c) Trong các hình quạt có diện tích cho trước, tìm hình quạt có chu vị 
nhỏ nhất. 

Huyện lị Quảng Bạ tỉnh Hà Giang và huyện lị-Cái Nước tỉnh Cà Mau 
cùng nằm ở 105” kinh đông, nhưng Quảng Bạ ở 23” vĩ bắc, Cái Nước ở vĩ 
độ 9° bác. Hãy tính độ dài cung kinh tuyến nối hai huyện lị đó ("Khoảng 
cách theo đường chim bay"), coi Trái Đất có bán kính 6378km. 


Tìm số đo độ của các cung lượng giác có số đo rađian sau : 


7m —l 71 13m 
a) "- ` b) 5 , c) xa , đ) —Ì. 72. 


booktoan.com 


6.10. 


6.12. 


6.13. 


6.14. 


6.15. 


‹ _ ¬1- 
. Cho góc lượng giác (Óu, Óv) có số đoz Hỏi trong các số Em 


Dùng máy tính bỏ túi, đổi số đo độ ra số đo rađian chính xác đến số thập 
phân thứ ba : 
a) 20; B)— 144”: c) 2003;  đ) zœ 
9m 
5 » 
lIn 31: l14n N TY : : _.. 
“. : _ —. những số nào là số đo của một góc lượng giác có 
cùng tia đầu, tia cuối với góc đã cho ? 
Hãy tìm số đo ø của góc lượng giác (Óu, Óv) với 0 < z< 2r, biết một 
góc lượng giác cùng tia đầu, tia cuối với góc đó có số đo là : 
2x. 128, 20031, 
4 ` SN 6 ` 


Tu: 


Hãy tìm số đo a° của góc lượng giác (Óu, Óv), 0 < a < 360, biết một góc 
lượng giác cùng tia đầu, tia cuối với góc đó có số đo là : 
395”; — 1052” ; - 972” ; (20m)”. 

a) Trong các góc lượng giác có tia đầu Óu, tia cuối Óv cho trước, chứng 
minh rằng, có một góc lượng giác duy nhất (Ó, ÓOv) có số đo ø, 
~ 4< œz< r và chứng minh rằng lai là số đo rađian của góc hình học „Óv. 
b) Tìm số đo của góc hình học „Óy, biết góc lượng giác (Óu, Óv) có số đo là : 
„22, 2T, 106m 

7` 8` 9 
e 220” ; — 235” ; 1945” ; —2003” 


xứ 20D) c 


a) Chứng minh rằng nếu sđ(Óu, Óv) = ø, sđ(Ów', ÓOv) = Ø thì các góc 
hình học wÓv, #Óv' bằng nhau khi và chỉ khi hoặc Ø— #ø = k2mœx hoặc 
8+ a= k2rn (ke 2). 


b) Hỏi trong các cặp góc lượng giác (Óu, Ov) ; (Ow', Ov') có số đo như 
sau, cặp nào xác định cặp góc hình học z„Óyv ; 'Óv' bằng nhau ? 
l3m sẽ 11x, TỔN và _. TT và _ l5, [UP _l1r , 2003z 
6 6 ` 6 6 ` 4 13 ` 30 30 ` 8 
12lln 
8 
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6.16. 


6.17. 


6.18. 


6.19. 


6.20. 


6.21. 


6.22. 
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Trên một đường tròn định hướng cho ba điểm A, M, N sao cho 
6. ““... "`... ẽẽ.ẽ. 
sđ AM = rT säđẠN = 7og' (ke Z). Tìm & e Ñ để M/ trùng với Ñ và tìm 

k e Ñ để M và N đối xứng qua tâm đường tròn. 


Trên một đường tròn định hướng cho ba điểm A, M, N sao cho 
3m 


An... ⁄X : : 
sđAM = 3 ,; S“AN = E Gọi P là điểm thuộc đường tròn đó để tam 


⁄*+ 
giác MNP là tam giác cân. Hãy tìm số đo AP 


Trên đường tròn lượng giác hãy tìm các điểm xác định bởi các số : 


z T1 7 2T 
a1kz.(ke25);  kz.(WeZ); kế. eZ), 


Tìm giá trị lượng giác sin, côsin, tang của các góc lượng giác có số đo 
sau (không dùng máy tính) : 


e 120”; -30; -2257 ; 750; 5109 

Šm 7m 5n. lÚn l7r 
Cho số ø - <z< ma. Hỏi các điểm trên đường tròn lượng giác xác định 
bởi các số sau nằm trong góc phần tư nào của hệ toạ độ vuông góc gắn 
với đường tròn đố : 


ơữ 1% @ 1 XỐ j.. œ ? 
$ 22 kì ° 


Xác định dấu của sinø, cosơ, tanz, biết : 


3T 3m Fóu 77T 


Đ inU h KG UY, <#<2n; 

lÖï ST lln 
2 z — 3 ho Ợ, CÁ ca, 
7< Œ< 2,571; 3m1 < ø< 3) 2<#< PÌ 


Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, xét các điểm M có toạ độ : (3 ; - 4), (4 ; -3), 
C1249) 021 11} 


Hãy tính các giá trị lượng giác của các góc lượng giác (Óx ; OM). 
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ft. 7 1 T1 
5. ° í = == == | = mm: 
6.23. Tính A cosg si + 3n eos2 : 


s-(-š)=(3)~«(-z)a(-*} 


. s... ¬.~.ˆ "`. 
6.24. Hỏi có bao nhiêu giá trị khác nhau của sinSC” , khi số nguyên & thay đổi ? 


k 
Cũng câu hỏi đó cho co § tan “z” : tan 


6.25. Dùng máy tính bỏ túi, tìm các giá trị lượng giác sau (chính xác đến hàng 
phần nghìn) : 


sin109 ¡ C060 ï lân CC ; cot(1,35). 


6.26. Tính các giá trị lượng giác còn lại của ø, biết : 


3... ản ¬.- T : 
aA) COSØ = T2 Và 2 <dx 2n / b) sinz = 0,8 và <ữ<ïT:; 
©) tan = 1) vàn < đ< S đ) cotz=~ 3 và T < ø<2m. 


2sinz+3cosœ  3sinø —2cosœ 


6.27. Cho tanøz = 3. Tính —— tỶ=—==————————-.s 
4sin# — ŠCO0S# ` 5sinÌ+ + 4cos 


6.28. Chứng minh rằng : 
tan” œ — sin2ø 5 
Đa xa 7 LH“ 67 
COL “Ø2 — COS”Ø@ 


SI) ø + COS Z 2 3 
——— “1+? tanø + tan ơ + tan ø ; 


b) —— 
cos ø 


c)4/sn 2z + COfØZ) + COS ?z(1 + tan 3) = |sinø + COS Ø 
đ) sinz tan ˆø + 4sin“ø — tan œ + 3 cos”ơ =3. 

Giả sử các biểu thức đã cho đều có nghĩa 
( lẽ OKtOaH. x.“ 
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6.29. Cho tanø + cotø = m, hãy tính theo m 


3 
A) tan“ø + cotfø : b) |tan ø G) tan ø + COF' Ø. 


6.30. Cho sinø + cosz = m, hãy tính theo m 


A) SInœcoS đ ; b) |sin 22 


4 3 ¡. ñ 6 
C) SIn + coS” #; đ) sin œư+cos 2. 


6.31. Chứng minh rằng : 


!]— c0S ø l+cosz _— 2 _ 
TT. 1— cosø |sin a| 
l+cosơ l—-cosz 2cOSø 

Đb)4Ì—————— - ;Ì—— =— l 
l —-cosø l+cosø |sin ai 


(Giả sử các biểu thức đã cho đều có nghĩa). 


§3. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CA CÁC GÓC (CUNG) 
CÓ LIÊN QUAN ĐẶC BIỆT 


6.32. Đơn giản biểu thức : 


a) cos|Z — 5) + Sin(# — ®) ; 


b) cos(r ~8) + sin la tố) : 

C) co 7- ]+sm(2- lề 1: ]-u + |: 
s2T—# sin 2 — # cos[ + 2] -sim| 2 + # |; | 

d) co ~z] =gn[S=a] teo| -] -sn( -]: 

e) co[2 — 3 + COS(7t — Ø) + nE: — z) + cos(27 — Ø) ; 


booKtoan.cbrà 
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6.33. 


6.34. 


6.35. 


6.36. 


\ 
lề) `. — Zj| = co — z) — 3sin(# — 57t) — 2sinø — coSđ ; 


Ø) cOs(57 + Ø#) — 2sIn E. — zj = `. -F 2]. 


Chứng minh rằng với mọi ø ta có : 


2) sin SE + ø ]=- sa — g Ì: 
4 5 4 TIM, 
b) cos|ø =2") =-cos| 5 +: 


c) cot[ 2 -_) =cos| + Z] 
` 3 


Không sử dụng máy tính và bảng số, hãy tính : 

a) sin315 ; cos9307 ; tan405” ; cos750” ; sin11407; 
b) cos630 — sin14707 — cot1125” ; 

c) cos4455” — cos945” + tan1035” — cot(—1500)). 


Tính 
a)COS~ + ch T `... san D 
9 g7 SẼ 8) 
b)sin” 3 + sin C + sin” Ø + sin? “- + sin? Tạ + sin? Ta 
5 
c) cos” 3 + cosf = + cos”o + cos” _ + cos” = + cos7 S: 


lộc: hố g c0 
5 5S `. 


e) sin ~ + n +... + ấm” 

5 ¬ . 5 
Giả sử trên đường tròn lượng giác, điểm xác định bởi số ø nằm trong góc 
phần tư I, II, II, hay IV của hệ toạ độ vuông góc gắn với đường tròn đó 
(không nằm trên các trục toạ độ). 
14123 @= b8 T, 
2 b) 3 2 › ° 24 Đ ° 
—# + T. nằm trong góc phần tU1à©›2 Diện vào bảng sau : 


Khi đó điểm xác định bởi các số : ø + 


Điểm xác định bởi Nằm trong góc phần tư 


6.37. a) Trên đường tròn định hướng tâm Ó cho ba điểm M, N,P Chứng minh 
rằng M, N là hai điểm đối xứng nhau qua đường thẳng ÓP khi và chỉ khi 


sđ(ÓP, OM) + sd(OP, ÔN) = k2n (k e 2). 


b) Trên đường tròn lượng giác, xét các điểm M, N, P xác định theo thứ tự 
bởi các số ø, đ, y. Chứng minh rằng M, N là hai điểm đối xứng nhau qua 
đường thẳng ÓP khi và chỉ khi z+ đ= 27+ k2z (ke Z'). 


©) Tìm điều kiện để hai điểm M, N trên đường tròn lượng giác xác định 
theo thứ tự bởi các số øz, đ đối xứng nhau qua đường phân giác của góc 
phần tư II (và IV) của hệ toạ độ vuông góc gắn với đường tròn lượng giác. 
đ) Hỏi các điểm trên đường tròn lượng giác xác định theo thứ tự bởi các số 
ni h si : : = có phải là các đỉnh của một hình thang cân hay không ? 


6.38. Chứng minh rằng, với mọi ø, với mọi số nguyên k, ta có : 


sn[z+k2)= 
1 cosz nếu =2! + 1; 


(- 
ls 
`. (-1) cosz  nếuk=2i 
cos|Z L Ì ." 


Bị sinø nếu k=2j 


sinø  nếuk=2!+l; 


mz\ |tana nếu k = 2i ¬.--- _ 
tan| œ + 3) = (khi các biều thức này có nghĩa). 
P¿ — Cot ở nếu uk=2!+l 
booKtoan“€eom 
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6.39. 


6.40. 


6.41. 


Tính CoSC và sin 5 bằng "phương pháp hình học” 


như sau : 

Xét tam giác vuông ABC với 

` Ẹ =. T† — AC + AB 

Ả =—: —= —= Ì —  =—' In— = ——. 
_a›€ gHÌ COSC BC ` sin = 1 


Bằng cách xét điểm E trên cạnh AC sao cho 
AE = AB (h. 6.4), hãy chứng minh rằng : 


coạatÄ 2+2  x_ V2-v2 
` 57 8 Ở 


: œ sin ø 
Chứng minh công thức tan— = —————— 
5 Ễ 2 l+cosz 


(với Ö < ø <.) bằng "phương pháp hình học” 


như sau : 


^~ 


Xét tam giác vuông ABC với Ä =S R=a 


Bằng cách vẽ đường phân giác BD của góc B 


. ý ÂU) TC .. ¬ 

(h. 6.5), từ tính chất —— = BC , hãy suy ra rằng : 
ơ Sin ø ¬¬ TT 
HP 2= —=——= { ¬ 
tan 5n Hãy tính tan 12 


Hình 64 


D 
xà 


A B 


Hình 6.5 


Chứng minh công thức cos2ø = 2cos”œ — 1 (với 0< œ< 2) bằng "phương 


pháp hình học” như sau : 

Xét tam giác vuông ABC với A= B=z. 

Kẻ đường trung trực của đoạn BC cắt AB tại 
: AI AB 

I Dê thấy : cos2z = TC 7 COSđ = TS 

(h. 6.6) ; từ đó hãy suy ra 


cos2ø= 2cos?ơ — ], 
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Hình 6 6 
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§4. MỘT SỐ CÔNG THỨC LƯỢNG GIÁC 


¬‹: TL TL 7U Lm 
6.42. a) MIỆP hôn nh Ung Si 


. rồi đùng công thức cộng, công thức 
".ẻẻ : `... TT. : 3 z~ N v> 
nhân đôi đề tìm các giá trị lượng giác sin, côsin, tang của góc 12 băng 
har cách khác nhau và đối chiếu các kết quả tìm thấy. 
b) Tính sin, côsin, tang của các góc 75°, 105”, 165” (không dùng máy 
tính bỏ túi). 
: 21 ` „ z * tr 
6.43. a) Tính x = COS =—— bằng "phương pháp hình học” như sau : 


¬.— 
Xét tam giác cân ABC với 8 = € = Tư kẻ đường 


Ạ 
phân giác BD của tam giác đó. Từ tính chất À 
BC DC : 5 — 
BA “DA (h. 6.7) hãy suy ra 4x“ + 2x — I =0. 
b) Từ đó tính cos> .SinC, tan D 
c) Tính sin, côsin, tang của 18” / 
d) Viết 6 = 36 — 30, tính sìn, côsin của 6° Thửlại — Ếˆ C 
bằng máy tính bỏ túi. 

Hình 6.7 


6.44. Cho cosø = mi sgnø >0; sinØ =5. cosØ< 0. 


Hãy tính cos2z, sin2z, cos2/, sin2/, cos(ø + Ø), sin(ø — /). 


6.45. a) Cho cosz= 0,6 vàO0< ø< n Hãy tính coS2. h sin2. : tan S.. 
1+... " J của D7. j 
b) Cho sinØ= s và 3<8<m Hãy tính COS- ¡ Sin2- ; tan 


6.46. Cho cos ø = mm. 
a) Hãy tính cos2ø ; sin2ø; tan 2ø theo m (giả sử tan2zø xác định). 
b) Hỏi sin2ø ; tan2z có xác định duy nhất bởi m hay không ? 

6.47. Cho sin z= m. 
Cũng câu hỏi như ở bài 6.46. 
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6.48. Cho cos ø = m. 
Hãy tính co? . sin? . tan” theo m (giả sử tan~ xác định). 


6:49. a) Tính sinz, cosœ theo tan: =Í:, 


— COS # , L22 
b) Hãy tính + ————————+4sinza theo tan— = /. 
Sin ø tan ø #2 
6.50. Giả sử các biểu thức sau có nghĩa, chứng minh rằng : 
sinz + sin2ø 2 2sin2z - sin4ø 
8) tàn# =—————: b)tan“ œ =——————————— 
l+ cosø + cos2ø 2sin2z + sin4ø 


6.51. a) Chứng minh rằng với mọi ø, Ø, ta có : 
sin (# + jJ= sin ø + sin"Ø+ 2sinzsin&os(ø + /. 
b) Biết cos ø + cos/= m ; sinø + sin/Ø= ø, hãy tính cos(ø — đ) theo ø và n. 
c) Biết cOS”# + cos”Ø=p. Hãy tính cos(ø — Ø)cos(ø + Ø) theo ?. 
6.52. a) Chứng minh rằng nếu cos(ø + Ø) = 0 thì sin(œø + 2Ø) = sinz. 


b) Chứng minh rằng nếu sin(2ø + Ø) = 3sin/ và cos ø # 0, cos(ø +) z 0 thì 
tan(ø +) = 2tanơ. 
6.53. Chứng minh 


a) 4cos15° cos21 cos24” — cosl2” — cos I8° = 


8x3 


b) tan30° + tan40° + tan 502 + tan60° = . 
] | 


c) — =5 
sin18°  sin54° 
đ) tan92 — tan279 — tan63” + tan81? = 4. 
6.54. Chứng minh 


3 


sin x + sin y 


. x+y 
Aa) ——————<sm 
) Ế› 


với mọi x, y đều không âm và x + y < 27. 


COSX † COSY X† 


b) › với mọi x, y thoả mấn —7r < x + y < 1t. 


6.55. Chứng mình 
sin# + sim ổcos(ø + đ) ¬.. ĂẰẼ- 
————- ----------_-=Í ể 
cosơ — sin #sìn(ø + Ø) an(z + ) (khi các biểu thức có nghĩa) 
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6.56. Chứng minh rằng nếu tam giác ABC thoả mãn điều kiện : 
cos 8 + cosC 


In = — 
2) VhỦ sin 8 + snC 


thì tam giác ABC là tam giác vuông ; 


in A cosB +cosC. „. : _ : 
b) mm = ———————„ thì tam giác ABC là một tam giác vuông hoặc 
san B COSC + cos A Ề 
một tam giác cân. 
6.57. Xét các biểu thức 


Š$ =sin2 + sin2ø + sin3ø +... + sinnø, 


T =l+cosđ +coS2ø + cos3# +... + COSnưœ 
(n là một số nguyên dương). 
Chứng mnnh : 
nư.. (n+ Dø _ 


Z _..., Hạ bá (n + lø 
A) ¿sim = sin---sin 2 , b) TsinS = cos——=sin SG. 


6.58. Chứng minh : 


a) Thi + mm" + th” = ĐT Xe 
7 7 T7 ở. 
b) cOS~= + tu + tốc N.... + đốn 7 = _ : 
1l FÌ II 1l jj. 7” 
C) án” `. Sẽ ẽaẽ.ẽ... = =. ' 
II II 1 II jj “7? 
d) sin-— -+ AM +.,.+ the 7 = cot>— 
Jï tì jÐ “Tê) 
BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG VI 
6.59. Cho sinz — cosø = m. Hãy tính theo 
a) sinø coSsø ; b) lsinzø +cosdl ; 
c) sinÌø - cos”ø : d) sinŠøz + cosSø. 
6.60. Tính 
a) sinˆ15° +sin235° + sin255° + sin275 ; 
kỹc) j2 xein2 SE t  Lịh SN In. 
)sIn § +s§In 8 +sin s ——+sin g7 
c) cos? T _ đen” 2+ cos? - + coS“ T31 cosĩ Ã + cOS7 _ 


booktoan.com 
206 


6.61. Giả sử phương trình bậc hai axX + bx+c= 0, (øc # 0Ø) cố hai nghiệm là 
tanø và tan. Chứng minh rằng 


đ.sin(ø + Ø) + b.sin(ø +Ø)cos(ø + Ø) + c.cos( + ñ]S1%; 


6.62. Chứng minh rằng với mọi z mà sin2ø # 0, ta có 


}soseea, 


: l 
SIn(cot2) + sin(tanø) = 2sn| : 
sin2ø 


6.63. Chứng minh công thức 


cOS(Ø — Ø) = cosœcos/+ sinzsin/Ø' : 
(với 0< 8< ø< 3) bằng "phương pháp hình học” : 
như sau : Xết tam giác vuông ABC với : 
Ầ = n ABC = ø ; E là một điểm trên ÁC sao cho ^ 
ABE = 8 Kẻ AH, EK vuông góc với BC (h.6.8)thì — 4 
¬ BK _ BH HK 
d ".. Hình 6.8 
ê thấy cos(z —/) BET BE † T?E - Từ đó suy ra 
công thức trên. 
6.64. Chứng minh rằng CO8 = : 14722 454/2 
độn, ` 
6.65.a) Chứng minh E095 005 l0 Tem bảng cách nhân cả hai vế 


9 ạ 8 8 


VỚI SIn SH 
9 


21m 
b) Chứng minh rằng cos —— 9 + cos Ôn = =2cos Š C052 = co TS, 
Từ đó suy racos Gc + co + co = 0. 

2 ĐẦ¡u 2 4T 2 Ômẽ — 3 

— + =—— =—=— 
c) Từ b) suy ra rằng cos 9 COS 9 +COS 3 
đ) Từ b) và c) suy ra rằng : 
COS —— _. COS - + chú COS = +COS GIẾT TA : 
l 9 9 9 9 b22475ig00 — 4 : 
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e) Từ a), b) và đ) suy ra rằng : 


_. 
lx — cos2 |4 —eos'g ||X — cos | é -3* tạ: 


từ đó ta cố [i-ssE l[t=esg l[cesft sẽ. 


Suy 1a 

® SI HA 2 0n 4m _ V3 
bài 227M2 NOẠC Mu 
sin —e SỈn -o 5. 

f) Từ e) suy ra rằng 


TP n7 6000072/10101s6i 11200 1202. 0Á 11140 `. 
Bi?) 20)-)000200E-0AAI-DAOAETRASSTAEEO2LTS 
(Chú ý. Người ta chứng minh được rằng không thể dùng thước và compa 
để dựng đa giác đều chín cạnh nội tiếp trong một đường tròn cho trước). 


6.66. Chứng minh rằng 
cos? (7 —Øđ)+ sin“( — Ø)— 2cos(y — #)sim(7 — Ø)sin(œ — đ) = 
= cos (ø - /). 
4 


6.67. Tìm giá trị bé nhất của biểu thức sinf ø + cos” ø. 


6.68. Tìm giá trị bé nhất của biểu thức sinŠ # + cosẼ ø. 


GIỚI THIỆU MỘT SỐ CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM KHÁCH QUAN 


Đối với các bài từ 6.69 đến 6.78, hấy tìm phương án trả lời đúng trong 
các phương án đã cho. 


"`. 
6.69. sinTn bằng : 


1 


(A) đ)Ế”C ` (B) cos~ : (C) l— cos .” 


7 
E E (D) =0. 
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¬--: T 7 4m ,. 
.7Ủ. SiIn—cos—— + sin~—cos—— bã 
6 Sin C052 + sin 30 COS-z bảng 


| | 
A)]1; —— ; — ) D)0. 
(A) (B) —5 (C) 5 (Ð) 0 
sin— + n 
9 J. 
6.71. "“. RE băng 
9 9 
1 | 
(A) — : (B) -— ; (C A3 : D) =Ú3. 
8 Và (D) 
Xn 7 — sin~ 
9 Ø scš 
7mm - 
6 ao “_. 
ọ 9 
1 | 
(A2) —: (B)-—=;: (O3; (D) 3, 
3 3 
6.73. Giá trị lớn nhất của biểu thức sin? œ + cosf ø là 
] 1 `... 
(A)1; (B) PIN: (G@) 2) (D) Không phải ba giá trị trên. 
6.74. Giá trị lớn nhất của biểu thức sip' ø + cos? ø là: 
l 
(A)2; (B)1I; (©) 2 : (D) Không phải ba giá trị trên. 
6.75. Giá trị bé nhất của biểu thức sin" ø + cos! ø là : 
| 
(Ã)=^. (B)-1; (C) _ (D) 1. 
6.76. Giá trị lớn nhất của biểu thức sin!? ø + cos!? ø là : 
lọ. _. . l 
(A)2; () 2: (C1; (®) 3 
6.77. Giá trị nhỏ nhất của biểu thức - 3tan" ø là: 
COS Ø4 
(A)4; (B) ~3; (C1: (D) 2. 
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6.78. Với mọi ø, biểu thức 


T 37 07 
COS # + COS Z1 + COS 1n +... + COS sang 


nhận giá trị bằng 
(A)10; (B) -10; (@)0; (D) Không phải ba giá trị trên. 


C. ĐÁP SỐ - HƯỚNG DẪN - LỜI GIẢI 


6.1. 


6.2. 


6.3. 


6.4. 
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a) Sai : (Óu, Ov) = øz thì có vô số số nguyên È để øz + k2m < Ö. 


b) Sai : (Óu, Óv) = ø thì (Óv, Óuw) = —øz + k2x, do đó có vô số số nguyên 
k để -z + k2m > 0. 


&):Säi'+;Váï tớn, Øj<Š và r0ile ðu Để 3 0ù t (6n Đữ§c 


(Ov, Ou) = " nhưng /Óy = vỚu = #'Óv' 


d) Đồng : TC” =2. =C ;osC” = 2m =C ¡ HỘ = C = iÖy) 


e) Đúng : Vì hai góc lượng giác đó có số đo dạng ø + k2%x và øz + l2r 


(k,!¡ e Z),0<ø< 2ñ. 


Ð Sai : vì (Ou, Ov) SE ¡ (Ov, Ow) = =2 có uOy = ú'Ov' nhưng 
7L TL 
E(Ð= 
a)135°; b)l20,  c)3300; d) ~(77.1429)) > 7198134"; 
e) 2,3 ~ 13174649"; Ð 4,2 ~ 240°38'32" 
3) 2. bị c* _ dc 


Gọi 4, 8 là hai điểm tiếp xúc của dây curoa theo thứ tự với đường tròn 

tâm 7 và tâm 7 (A, 8 nằm cùng phía đối với đường thẳng 77). Ta có 
booktoan.com 
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6.5. 


6.6. 


6.7. 


6.8. 


6.9, 
6.10. 


6.11. 


cos BJ] = _= = = =5 (r = I là bán kính của đường tròn tâm ï, 


R = 5dm là bán kính của đường tròn tâm J, đ = IJ = 8dm là khoảng cách 


giữa hai tam). Vậy B7] = ø = bi 


Dễ thấy chiều dài dây curoa bằng : 


2| R(m — ư) + rữ + đsm ở | = 2(2#+4eR] => 36,89 (dm). 

Các tia sáng mặt trời chiếu song song xuống mặt đất : ở Xy-en (kí hiệu là S) 

chiếu thắng góc với mặt đất, ở A-lếch-xăng-đri (kí hiệu là 4) tạo với 

phương thẳng đứng một góc (7,1) nên số đo cung tròn AS là (7,1) Gọi R 

(km) là bán kính của Trái Đất, thì do độ dài cung tròn 4S bằng 800km, 
800 800.180 

—————= : ~ 6456 (km). 

7t 7, 


suy ra được Ñ = 


1t 
180 21 


4000000 
60.60.55.T 
a) Diện tích hình quạt tròn với bán kính Ẩ và góc ở tâm ø là 


2 
1 
s= TY .+= ` R?+. Từ đó ÿ= RẺ e ø=2. 

21m g2 
b) Chu vi hình quạt tròn nói trên là C = 2E + Ra. Hai số dương 2R và Ra 
có tổng không đối nên tích 2R.Rø = 4S đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi 
2R= Rữ c© a= 2. 
©) Hai số dương 2 và Rz có tích 2R.Rø = 4S không đổi, nên tổng 
2R+ Røơ= C đạt giá trị nhỏ nhất khi và chỉ khi 2R = Rø © #z= 2. 


Trong một giây, bánh xe quay được 6,4 (vòng). 


, 13, 
Độ dài cung kinh tuyến đó là — ~ 1558 (km). 
a) 420” ; b) -612? ; c) 390” ; đ)=1/72x 0983255", 


a)~0,349; b)~-—2,513; c)~34.959; - d)~0,055. 
Các góc lượng giác (Óu, Óv) có số đo là; + k2 = (10k + s- ke 7. 


” z + 3l 
Vậy trong các số đo đã cho chỉ có số chú, 
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6.12. 


6.13. 
6.14. 


6.15. 


ĐÀ Ni 


57 tiUP 


Các số ø cần tìm theo thứ tự là —— : ° : 


ơ x 1,8891 ~ 5,934. 


Các số a” cần tìm theo thứ tự là : 359 ; 28° : 108° ; (20nw)° (~ 62949'55"). 
a) Nếu một góc lượng giác (Ów, Óv) có số đo #, — w< # < r, thì mọi góc 
lượng giác (Óu, Óv) khác có số đo ø + k2z (k e Z\(0}), nhưng dễ thấy 
œ + k2 # (—r ; 16], với K nguyên khác không, vậy góc lượng giác đó là 
duy nhất. 


Khi hai tia Óu, Óv đối nhau thì một góc lượng giác (Ớu, Óv) có số đo là m 
và 7 cũng là số đo rađian của góc bẹt Óy. Khi Óu, Óv không đối nhau 
thì số đo góc hình học „Óy là đ, 0 < Ø<r và sđ (Óu, Óv) là Ø + k2œ hoặc 


— 8+ k2r (k e 2) tức là : 


sđ(Óuw, Óv) = z+ k2r; |ai| = 8. 

b) Số đo góc hình học „Óv cần tìm theo thứ tự là 
vỐn ốm 2m, 
kLS<cx 
e 1407; 125”; 145”; 1579 


~ 1,336 (do 2003 ~ 319.2 — 1,336 và —r < —1,336 < m); 


a) Viết œ= đe + ky2m, — t®< đa, (k¿ e Z,) và 
8= 8a+ l2n, ~ x< , <m, (I„ e Z), ta có |øœ¿| là số đo củauOy, |đj 
là số đo củau'Óv' Hai góc hình học bằng nhau khi và chỉ khi 
|2el= |, = nh = đo hoặc fg= = 
© 8- a= k2n hoặc 8+ ø = k2m, (k e 2). 


b) Cặp góc hình học ứng với cặp góc lượng -giác 


I3r lln 13x 1lz 
Có —— Và —— ——+—-= 
e Có số đo VỀ là bằng nhau [ 6 + 6 4m |. 
I3n , lim 13m ““Ì= 
e Có số đo = VI là bằng nhau (T5 [ na. 4z] 
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6.16. 


6.17. 


: : 17 lũ 
se Có số đo _ và =- là băng nhau| TT — —) = Br. 


4 4 
¬-....“... `. -lÌn 
đ .. h = 24r |. 
e Có số do 30 VÀ ~3Ð là bằng nhau 30 + 30 24T 
e Có số đo — và =  W không bằng nhau 
4 _ 
(do 2003 + 1211 F 321 Kiiổng‹nEyet: Số 2003 - 12[1 _ K2 = 90 
8 8 8 8 
không chẩn). | 
` đã ¬.x+ 1. ".. 7 
e N trùng với M khi và chỉ khi có số nguyên 7 đề Jog 7 sò /2Tm hay 


k= 133(1 + 12). 
Do k e Ñ nên / e Ñ. 


e N đối xứng với M qua tâm của đường tròn khi và chỉ khi có số nguyên / để 


kT 


1 h 
70 7g 1(21+l)m©k= 1233 +120).Dok e Nnên/ eÑ, 


Cách ï. Dùng hình vẽ, dễ dàng suy ra các kết quả sau 


⁄% 
©ePN= PM ©sảAP = _ + kr (k e Z) (có hai điểm P như thế ứng với 


*k chẵn và # lẻ). 


(* 7T 
^ÁP = NM ©säÁP = + k?n (ke 2). 


yên T 
eMP=MN ©sdÁP = —Ts † #2n (e2). 


Cách 2. Với ba điểm phân biệt M, N, P trên đường tròn định hướng tâm 
O gốc A, dễ thấy PM = PN khi và chỉ khi POM = PON nên theo bài tập 
6.15 và do Mí khác N, ta có sđ (ÓP, OM) + sđ (OP, ON) = k2n (k e Z7), 


tức là sđ (OA, OM) - sđ (OA, OP) + sđ (OA, ON) - sử (OA, OP) = k2x 
(ke). booktoan.com 
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6.18. 


6.19. 


214 


⁄% 1 lA % 
Vậy PM = PN © sảAP = 2 (6sđAM + sđAN)+ kn ( e Z2). 


Từ đó suy ra các kết quả ở cách 1. 
h & : T : : 7t 
e Các điểm trên đường tròn lượng giác xác định bởi các số. + kS ,(k € Z2) 


là bốn điểm của hình vuông nội tiếp đường tròn đó, có bai cạnh song 
song với ÓA (Ø là tâm, A là giao của đường tròn với trục hoành (là gốc 
của đường tròn lượng giác)), (chỉ cần lấy k =0, 1, 2, 3). 


e Các điểm trên đường tròn lượng giác xác định bởi các số kS., (Œ e 7), 


là các đỉnh của lục giác đều nội tiếp đường tròn đó, trong đó một đỉnh là 
gốc A của đường tròn lượng giác (chỉ cần lấy & = 0, 1, 2, 3, 4, 5). 


e Các điểm trên đường tròn lượng giấc xác định bởi các số ke .-(ke 2), 


là các đỉnh của ngũ giác đều nội tiếp đường tròn đó, trong đó một đỉnh là 
gốc A của đường tròn lượng giác (chi cần lấy k = 0, 1, 2, 3, 4). 


(~225 = -360 + 135) 
(750 = 720 + 30) 


(S10 = 360 +150) 
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6.20. Điểm xác định bởi ø nằm ở góc phần tư II thì điểm xác định bởi 


e z— 7 nằm ở góc phần tư IV. 


° 5 — # nằm ở góc phần tư IV, 


® ở +tS nằm ở góc phần tư III. 


e = — # nằm ở góc phần tư II. 


6.21. Kí hiệu M là điểm thuộc đường tròn lượng giác xác định bởi số ø thì : 


x<a<< =— Mí < (HI) 


3m TT 
—— — V 
2< <=Me(V) 


T< œ< 2 => M e (IV) 


3 


SIẾ, < ““=M c (1) 


Ni = eay# er(ïfT) 


(Các kí hiệu (), 1D, (II), (IV) theo thứ tự chỉ các góc phần tư L, II, 
IH, IV) 
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6.22. M có toạ độ (x ; y) # (0 ; 0), đặt sđ (Øx, OM) = ø thì 


` y 
J* dc?” Jx? ty? ào 


COS@ = : SInø = 


T "`" `" 
6.24. e Các điểm trên đường tròn lượng giác xác định bởi các số “= (ke Z2) 


là các đỉnh của ngũ giác đều nội tiếp đường tròn đó mà một đỉnh là 
A(I ; 0). Từ đó quan sát hình ta thấy : 
k2m 


sin s (k e-Z) có năm giá trị phân biệt, 


coi TT” (k e 2?) có ba giá trị phân biệt, 


k2 `. ị 
tan “z— (k e Z) có năm giá trị phân biệt. 
e Các điểm trên đường tròn lượng giác xác định bởi các số ` (ke 2) 


là các đỉnh của một lục giác đều nội tiếp đường tròn đó mà một đỉnh là 
Á(I1; 0). Từ đó quan sát hình ta thấy : 


tàn (k e Z) có ba giá trị phân biệt (cụ thể là 0 ; Nn 
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6.25. sin10°~ 0,174; coo ~ 0,940 ; tan “2” > 0,361; cot(1,35) ~ 0,224. 


5 —h 12 
.26. =-—.s5 SỊ Inơ= ¬¬.- 
6 âa) COSớ E s§inz< 0Ö nên sinø = “S= . do đó tan =. 


g0(J 27 
12 
b) siii@= COSØZ < ÔÖ nên cosz =— Ố =T.T đó suy Ta fa = 
_s' 255% pH ạt 
m—. 
=s. 
c) n8 cos# < Ö nên cosz =— : SN: từ đó n...-. 
mm" ˆ 22C lu 31" 
64 
ti 
“1ã. 
đ) cotz = —3, sinøz < 0Ö nên sinø =— — `. từ đó ` 
' 1+9 v10 ` v10 : 
1 
( =—~. 
anz 3 


2sanøz+3cosz 2tanz+3 9 
JlVŠ ———— —--.-— = .Vhị =7. 
Kiều 4sanz—-5cosưz 4tnz-5 7 Là 202 báu 


` 3sinz -2cosz _ 3tan ø — 2 
5sinŠœ + 4cos”ø cos“z(5 tan” ơ+4) 


= ¬— + tan” zÌ= ¬› khi tanø = 3. 


5tanŠø + 4 139 


2 
tan“ # — §1n ø COS“ơ _ SII Øfan # siiP 


pin n7. na 
COS ớ| — —] 
S1" 2 
sinø +cosøz . cosz(tanø + Ì 
b) ma. SGS)2Á1020/N80)) c ) = (tan? a + 1Ì(tana + DI 
CcoS Øø COS Ø 


= ]+ tanø + tan ?œ + tan ø. 
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c) 4jsin? đ(1+ cotz)+ cos” Z(1 + tanøz) 


= \sin2z + SII@COS# + cos2z -' COS Ø Sìn 


=4/(sinø + cosơ)” = |in ø + cosal. 


si 2 = 2 2 
đ) sin. ø tan“ ø + 4sinˆ z — tan“ ø + 3 cos“ ø 


7 
*ø + 3COS“ø 


= -tanˆø cos”ø + 4sin 
= 3(sinø+ cos” đ) _ 
6.29. Cho tanø + cot# = m, ta CỐ : 
a) tan ø + cotˆø = (tanø + cotz)ˆ ~ 2tanø cotz= m ~ 2. 
b) (tanz — cotz)ˆ = tan œ + cotœ - 2tanzcotø = mĩ -4. Vậy 
|tan ø — cota| =V|m?-4 (để ý rằng, do tanz.cotz= ], nên |tan ø + cota| `. 
từ đó m” > 4). 
c) tan # + cotø= (tanø + cotø)` — 3tanø cotø(tanø + cotø) = m`— 3m. 
6.30. Cho sinz + cosø = 0m, ta CÓ : 
a) sinø cosz =2 | (sinz + cos z)ˆ - ì = mm —1 
2 P¿ 
b) (sinz-— cosa)ˆ = ]- 2 snøcosø = l— (mĩ —l)=2-— mÃ, | 
F Á 
từ đó lsinø — cosz| = V2 — mm” (lập luận này cũng chứng tỏ rằng, nếu 
sinđ +eosơ = m thì 2 ~ mỉ >0, tức là ta luôn cố |sin z + COS | . X2 ; còn 


có thể suy ra bất đẳng thức này từ nhiều lập luận khác). 


, 3 : 3 h ậ 
c€) sinn œ+ cos°ø= (sinø + cos#)ˆ — 3 sinø cosø (sinø + cosØ) 


lI 

Ị 
G3 
lÍ 


6 


m- ¬.. Si Ữ - 
đ) sin + cos #= (sin ø+ cos“ø) —3sin øz cos?ø (sin Œ+ cos”ø) 


2 
1-3 m2 — | — =3m" +6m” +1 
Bị : 4 
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6.31. a 


6.32. 


6.33. 


6.34. 


6.35. 


8 5 
ÏÏ ~ cosø _ Íl+cosz _ (L— cosz) „ (1+ cosơ) 
Ì + cosư | ~ cos#đ sin? ø sin? ơ 


= | 
TH ho (Chú ý rằng lcosøl < L). 
|sin đ| mã lina| 


pbỳ ,|Ì † €05Z + COS Ø ÍÍ=eosz _ (1+ (+ cosz)” x: 
I-cosz  Ýl+cosz - sin? ơ `: sin? ø 
l+c0osz —lÏ+cosư _ 2co0sớ 

jsin đ| : |sin ø| 
a)0; b)0; c) 2sinz; 
đ) -2sinø ; e)0; 0; ø) 2cosơ. 


a) Đáp số theo thứ tự là 


42. v3, . w 
2 


...ư Lộ 
2” 4 


tiên 


3 3 
b) —3" c) -] TT 


TL 2T 87 
âa)COS— + COS—— +... + €0S—— = 0, do coS(% — Ø) = — COSØ. 


9 9 Mộ 
b) Do sins = n2 -s) = co9C nên sin” 2 + sin c =1. 
7T 
Do sin+E = s5 — 5 = COS— D g nênsin2 + + si G = J¿ 
,) 

Do sin 1 sn|3 — Sj" = co s2 nên sin” “— + sin? TE =Ï; 
Và sin2 Š + sin2~ + sin2~ + TU an xin“ — T =5 

TH R 6 18 TT 


boôktoan.cốm 


P b, 


kàmu =0) ' ` h ÃÍ = =sing nên cosˆ Z +cos2 5b, =, 


2 3" 3 6 
7 TL 2 7U 2 llÌm 
D == — =. =. TT riế ê = = là 
ØO COS n Hế] = XS nên cos ọ + COS T8 
ềj 
Do c0 = ca 5+ —— = S1“. nên cos? ĐC + cós cênn = 
11m lãm 2 
Vậy cos?C 3 +o0s2 + cOS J8:^39)-3W =3. 
£; 2 
đ) Do . = co|z + 5] = =2 : cos = ~cos—“ : 
sốt 7 = cóc ` Tản = "- : COS7t = —Ï nên 
5S. s 5. SN, s 
C08“ + c +... + đây 7 = -] 
5 5 ... 5 _ " 


e) Tương tự đối với sin, nhưng ở đây sin7 = Ö, ta có : 
n. .ẽ..a. .¬- 
5 5 5 
(Chú ý : Ta cũng có thể xét thập giác đều có các đỉnh là A, là các điểm 


trên đường tròn lượng giác, xác định bởi các số = (=1! 237712... 


Lả 


9 ; 10) và nhận xét rằng ÓA, + ÓÁ; +... + ÓA¡p = 0). 


6.36. 
Điểm xác đỉnh bởi Nằm trong góc phần tư 
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6.37. a) Theo mô tả của cung lượng giác, hai điểm M, N trên đường tròn định 
hướng tâm Ó là hai điểm đối xứng qua đường thẳng ÓP (P thuộc đường 
tròn đó) khi và chỉ khi 


# r% 
sử PM+sdPN = k2r (k e 2). 


b) Từ câu a) nếu M⁄, N, P thuộc đường tròn lượng giác xác định theo thứ 
tự bởi các số ø, Ø, y thì M, N là hai điểm đối xứng qua đường thẳng OP 
khi và chỉ khi z— + @- y= k2r tức là z+ @= 27+ k2n, (k e 2). 


c) CoI P xác định bởi số _ thì hai điểm Mĩ, N xác định theo thứ tự bởi ø, 


Ø8là hai điểm đối xứng nhau qua ØP (đường phân giác của góc phần tư II 
và IV) khi và chỉ khi 


z+8=S + È2m. 


d) Coi các điểm Ái, 4;, 4s, A„ trên đường trồn lượng giác xác định 


Tạ T1. 5£ lầm 


theo thứ tự bởi -: 2; *c › 1a. 


. Ta phải chứng minh A¡A;4z4x là hình 
thang cân. 


Cách 1. Hai cặp điểm A¡ và Á,; Á› và Á¿ đối xứng nhau qua cùng một 


đường thắn 6 1ˆ. Ỷ uc 
Đ HH I2 TÔ Ờt dỘC Y.Ợ 


Cách 2. Góc hình học AJÓA; có số đo m~ “4 và góc hình học 
_„ lâm 5 —— 
AsOA„ có số đo x : = = rẺ nên Á,OA› = Á;OA4¿ 


6.38. s sin|4 + 213) = sin(ø +ỉn) = (— ly SIn# ; 


sn|4 +(21+ D5] = sn|4 + 5 + t = (-1} vn|a + 7)" (—L)'cosz. 
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6.39. 


6.40. 


29/8, 


° co| ø + 212) = cos(ø + fr) = (—l)'eosz : 


cos|z +(21+ Dã] = cox|z + 5 + m = [5ï] co ơ R ;] 
= UDC sinø) = (—1)““sinø, 


e Từ đó an| ø 213) =iÍdi 3 


ta 2 +(21+ D| = -cOL#. 

Coi AB có độ dài là I thì dễ thấy AE = AB = 1, BE =CE = 42 ; 
2 R 

AC =AE+EC =1 +2 ; BC =\j1+[L+ V2] =.J2(2+ 42}. 


"AC - Ís3J2 _ 2+2, 


Từ đó . 2 


" ._ = 
3C 2(2+ 2) ' 
Tacs ÁD _ DC _ ÁC = AD _ AC _ AD AB 
AB BC BC BC AB BC 
TC” là _ tức là tan S-(1 + cos )}=sin Uy ra 
AB\( BC] B€` ) thải Nợ? TH) 
¬. Sìn # 
2_ ]+cosø 
W1 mfueite=—  =e=-=:.- 
6” Y ” 12 Xã) yêu | 
2l+-= 
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6.41. Dễ thấy BỊ =/C, 


nên t0 Sá | 
ÚC BỊ BỊ - BI _ BC` BỊ : 
' _ AB — BM _ — 2 
mà cOSø = BC B nên cos2zø = 2cos“ø — Ì. 
"„x-- TP 2=) 
6.42. a) ST = ~(U = !) Xin 
7U 2 si 7t 
— =_—— =—————=‹í( — =2—43. 
C0512 2 (J3 +1] 2 : tan 12 v3 
b) sin75°= COS 1> cos75°= gin-~ ; tan75° = = 3-1, 
{ =— 
"TU 
sin105” = cos 1z : cos 105 = — sinz~ h tan105° = =¬ 
12 
sin165° = sin : cosl659=~ c0s x„ : tan165”= = tan 1 
6.43. a) Dễ thấy BC = BD = AD, nên đặt BC = a, ÁB = b thì cos CC = ¬ (l) 
l a 
, ĐC _ BC b=q# 8 „., Ô.  b_ 8 
Ta có TT = SUY rã : = +- tức là P =m (2) 
b 
.. dư 
Từ (1) và (2) tacó ——————> =2cosS— hay 
271 Mi 
2cos—— 
5 
2 2T 27 2 ` 7) 
4cos -e †2(0s-- — Ì = Ú, tức là 4x“ +2x—-Il=0. (3) 
=“... - 
b) Giải phương trình (3), ta được x = =2 hoặc x = 
2n -]-— 3 = 
Từ đó co“ =_.. == < 0 (loại) hoặc cos“— = - : Suy ra 
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6.44. 


224 


Kì #¿ § 4 Ẻ 
l —cos— — §In 
sp” = _ 245 : HC 3 —.n 
5 É2 4 5 7 
Vài) 


_ sinl8Ẻ _ | 2V5 
cos18?° 5 


N 
d) sin6° = sin(36°—30°) = snLš - hi = sin  cos~ — eos- sin< 
W3 „7U. Ì TL l 
= Š sing—gc05% = D| 6(5 ` v5] ` (v5 + ))| (x 01045). 


sa. 0 _—_ 3 — Làn. = kE kải n cai ke 
cos6" = cos(36 - 30) co |S 3 CO§ COSZ- † SÍn--SInC 


“`... s| 2(5 +1]+ J2(S~ Ý5) |e 0,9945). 


cos2ø = 5 ' sin2ø = ` : 
co2/= a2 : sin2/ = - 
cos(z + Ø6) = -šÍh + SH) : 
sin(z— Ø) =-| ý + ÁÌ 
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3 | 9 4 
sinổ=› cosØ< 0 nên cos ổ = — —_= =~sji 
5 


¬ 


T sả. ` — 
Gợi ý. COS Ø Đã Ì sinø > Ö nên sinz = ,|Ï— 


6.45 `. 1+cosz _ 2/5, Tốc I—cosz _ 5. 
. ` Đố 6n" 2), 5 7 5” 


bu 
7 8 
4 
k 8 —sSŠ l 
— 1— =——= —— —=-- = 
b) cos Ø 2s s3 XS) 2 KH 
B 
¡ ñ B— 5 _Ẩ. 2. 8_ 
S2 = 2 Ni: tan = 3. 


6.46. a)cos2øœ = 2cos?z ~—1= 2m —1 : 
sin?2z = 4sinˆø cos” = Á4cos?ø đq- cos22) = 4m2(- m^) : 


_sin2ø _ 4m °(1— m”) 


tan2ø P = 5 5 
CoS“ 2œ (2m“ - ]) 


b) Không, chẳng hạn cosS = co:|~3] = ¬ nhưng 


„ng 


6 +3 2m “ 2n 
; SII = ƒ = 


6.47.a) cos2œ= l— 2sinz= 1 ~ 2mˆ ì 


: ¬- _- 
sin?2ø = 4 sin“øz cos°z= 4sin Øø(1 —sin' #) = 4m — m') : 


sin2z _ 4m q- m). 
cos”2z — (Ibo2wfQän.com 
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B) Khône:cRineiaudnC =gn|S” _3, 
3 Sắc) 

hưn T UIc 13 sịn j __3 

P mông tin Ji 


tan = — -3, tan|2 ¬ =3. 


3 


2œ _l+cosz  l+m „ 


.48. —=————= : 
6.48. cos 2 5 2 
.2a#ø_ l-cosz  l—m 2“ l—m 
sinˆ— =———— =_— ;, —= : 
Đà 2 2 2 l+m 
6.49. a) sinø = 2sin 2S c0s> = 2tan cos” = m 
le: ... kì 
¬..... “— (Ølả SỬ cosŠ # 0). 
#¿ 2Ø 1+? 6i 
l + tan — 
Z 
b) Khi sinøzcosøz z Ö, ta có 
l—cosø ] . I : 
—————+———+4SInøz =——— + Áásìnnø. 
sin ø tan ø In ø 
Vậy khi r = tan # 0 và / #1,tacó 
l—cosơ | : f?! +18/2 +1 
=7 + 4sin#ø = ———————— 
S1" ø tan œ 2/ + f?) 
sin œ + sin 2ø sinz(1+ 2cosø) 


6.50.a) —————————= 
ˆ T+ cosg + cos2ø Ì + cosz + 2cos” ø — l 


_ sin ø (1 + 2cosz} _ 


“= —=—=— œ. 
cos ø(1 + 2cos ø) 
2sin2ø — sin4ø 2sin2ø(1 ~ cos2z) 2. 
b) ————=—————.- =-= = fan“ø. 
2sin2ø +sin4ø  2sin2z(l+cos22)  cosz 
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6.51. 


6.52. 


a) sin (Z + Ø) = (sinz cosØ + sinØ cos ø)ˆ 
= sinˆ°z cos”/ + sin”Ø cos”ø + 2sinø cosø sin/ cos/Ø 


= sin “(1 — sin”/Ø) + sin 1 — sin” ø) + 2sinøcos œsinØ cos/ 


2, -: : 2 : : 
= siIn“ # + sin"Ø— 2sin”ø sin 8+ 2sinø cosø sinổ cos 


?x+ sin" + 2sinø sinfXcos z cosØ — sinø sin/Ø) 


=sin 
= sinˆø + sin + 2sinz sinØ cos(ø + /Ø). 
b) m°+n”= (cosø + cosØ? + (sinø + sinØ” 
= c0S”ø + sinˆø + cos2Ø +sin/Ø + 2(cos z cos/ + sinz sin/Ø) 
= 2+ 2cos(ø~ /). 

mì+nˆ—2 


Do đó cos(ø — Ø) = 2 


c) cos(#~— Ø)cos(ø + Ø) 


2 (cos2g + cos2/) = 2(2co#a —l+ 2cos2/ — ]) 


coS2# + cos? 6 —l=p—]. 


a) Nếu cos(ø +) = 0 thì 
sin(øz + 2) = sinz cos2/ + sin2/ cosø 

= smø (l — 2sin”/) + 2sinØcos/cosø = sinøz + 2sin/Ấ— sinz sin/Ø + cosø cos/) 
= sinø + 2sinØ cos(ø + Ø) = sinø. 
b) Ta có 
sin(2zø + /Ø) = 3sinØ © 2sinø cosøz cos/ + (2cos“ø — 1)sinØ= 3sinØ 

<© coszø sin(ø + đ) = 2sinØ. (1) 
Mặt khác 
sin(2z + Ø) = 3sin/ <> 2sinz cosø cosØ+ (l — 2sin?2)sin/= 3sinØ 

<> sinø cos(ø + Ø) = sinổ. #3 


Từ (1) và (2) suy ra cot tan(z J2 TU đó tan(ø + Ø) = 2tanơ. 


E2) 


6.53. 


6.54. 
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a) 4cos15cos21cos24” — cos12” — cos18° 


= 2cos15P(cos45° + cos3”) — 2cos159cos39 


= 2cos159cos45” = cos60° + cos302 = —+ 


sin 00 + sin90° 
cos20°cos60°  cos40°cos50° 


_ cos90° + cos102 + cos902 + cos30” _ 4cos202cos10° 


b) tan30° + tan40° + tan507 + tan60° = 


1 cos10®cos 309 cos109cos 302 
= `. 20° = 8V3  s2g9 
3 3 
©) 1 1 sin54-sinlI8" 2cos36°sinl82  2cos36° 
snl8°_ sin542 sin 18°sin 542 sin I89sin 549 si 549 
l6) 
— 2cos36 =2 
cos 36° 


đ) tan9° — tan27P — tan63” + tan§1° = tan9”+ tan81 —(tan27° + tan63°) 
sin 0° : sin8l1° || sin27 l sin639 
'|cos27? cosØ329 


cos0° cos81? 


1 1 
— sin9°cos9°  sin27°cos279 
= z — c =2 cả 
sn1§Ê sin54° 
j"==  =ẽ . ..ốCS 1S... (Với chú ý rằng 
2 8) 2 2 
sn“=” >0 do jẽ—- <1 và cos`—” <1) 
+ = ' 
b) “= co§“—”cos”—> <cosŸ~* CVới chú ý rằng 
2 2 3 P; 
x+y E _X+Yy T4. —y 
COS >0 do -—< < — Và CoOS <1 
2 booloanđbồm 2 9) ) 


6.55. 


6.56. 


: TT: : 
sinø + sin Øcos(ø + ) _ Sinz + 2l sn(ø +2Ø)- sinø | 


cos # — sin Øsin(ø + Ø) cosz + 2| cos(ø + 2/đ) ~ cosz | 


sin(œ +2) +sinz _ 2sin(ø + Ø)cos/Ø 


= —————=_— — - lan | ø + : 
cos(z + 2/)}+cosz  2cos(ø + Ø)cos/ Vu 2, 
a) Vì sin Á = Mũi 2 töø” và 
2 P2 
ĐC. Be „j7 A 
cos B + cosC _ 2cos 2 COS ”—.. 7 2). sm 
sinB+sinC „. B+C B-C _ÉÚTN A\Ì- Á 
2sn COS 2 sin DI.) COS— 


nên để thấy : sin A = =.a «© 2cos7 
sin 8 + sinC 


2> 


© A4 là góc vuông. 


b) Cách 1 
¬.*....‹: _ 
NUNG 2122 MỘC cấ5— Ta. 
° P¿ 2 P) 
—€ 


ẢA C 
<< cos 5 COS————— 


2 
~> = + Í F = ` 
COS 2 cos = 2 2 


° `: : co[ 8 — | 


É ]= B 
«©> |A -— =|8-<|l _. 
2 A-3:H =C. 
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Cách 2 


sinAÁ _ cosB + cosC 
sinB_ cosCf +cosA 


< sin Ácos Á — sinBcosðB = cosC(sinB ~ s4) 


c 2 (sin2A — SIn2B) = cosC(sinB — sinA) 


B+A., = 
© cos(ÄA +) sin(A — B) = 2cos Ccos sã Nào 5 z 
: A_-B . AB A+B 
<© - cosCsIn cos 2 = -cosCsin 2 CcOS 
ScosCsn SP (eos^ TP — sos 2=) =0 
cạn" So ho .. 
..A.. B. A-B NO 2àu € vuông 
©› cos Csin— sin—sIn———— =0 <> . =... -- 
2-2 2 sin 5 =0 A=B. 
6.57. a) Với k = 1, 2, 3,..., n, ta cÓ 
| .œ 1|. (2k-1)z (2k +1)ø 
sin kZ sim = nản 2 


(2n - la (2n + lơ 
+ c== = co P -E | 


1 cos . — cọa 2" † Da — gì HƠ . (n + l)ư 
=2 2 2 TU NT 


b) Với k= 1, 2, 3,..., m, ta có 


_#ø_ 1|. (2k+l)a _. (2*+-l1)z 
cos kø sin 2 =2 sin———— — sin ————— 
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nên 


Pin” sả” dẻ đụ CS j. "¬.. n 
5 TH ợ Sộ D sin sin-2 2 _ 


°› 
. (2n+l) . (2n- ]l)ø 
+ sn 2 §In 2 
= ; đc SG T ĐỂ + sinŠ = cos- sỉ hen) 
2 2 D0] “" y” 


6.58. a) Ta có 


. 21... 1T | 7 T 
sin—-sinz = 2| (0§7 — cos=— |, 


7T 3 7 E; 
sùi” d7 = h — ..... 
7g ở 7 rà 


sin `. = co — COSTt 
7 2 7 


7 
Từ đó 
[in + sim” + sinSt lần = 2 l+cos~ coS2-—: 
7 7 7 II T7j— 14 
Do sin5 = 2sin ng fa SUY ra 
sâu” + Tu + ". = `. 
Ế) 7 7Ð lc 


b) Với & = 1, 2, 3, 4, 5 ta có 


(2k — 1) AT 2km. Ï__Ý 
II ri0aluinsiid. an ri, 


nên nếu gọi Ö là vế trái của đẳng thức ở câu b) thì 


Bsin ` sin TT - " - Tả ứn: vn Tổ sung 
m K lu 1 11 J7 “TT 


== 1 an lŨN == đun T Ũ 
Z“mx.wưw se 


l| 
` Fá B =—. 
Từ đó 2 


cos 
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6.59. 


móc 


c) Với k= 1,2,3, 4, 5 ta có 


C05 TT sinrT _: "xư.n Lai . (2È —1)% 
l] - £ 11 11. 


đẳng thức câu c) thì 


Csì KẾ. dc” ch” + "ma +...+| sm71— sin 
bê TIÊN G 2) 1 hi 11 11 T 


| nên gọi € là vế trái của 


l— BI 
=Ị 
SE | 


đ) Theo câu a) bài 6.57, gọi Ð là vế trái của đẳng thức câu d}) thì (ở đây 
T 
= LÔ, = — 
#= T1) 


D lẻ e#i LẠ cản nó 
THƠ nh 0g vợ 22 22 


ừ đó D = RE 
Từ đó col 


Cho sinø — cos# = ” ta có 
1— m 
,, 


a) Sinø cosø = -s| (sina - cosz)“ _ lỊ = 


b) (Sinø + cosø)” = 1+ 2sinzcosz= 1 + 1— mˆ = 2— m? 


Từ đó |sinø + cosa| = V2 - mỸ 


c) sinz— cos°z= (sinz~— cosa)ˆ — 3sInø cos#(sinø — cos#) 


— ¬— 
= mẻ +3|1 -  S m°) 


62 
d) sinẾø + cosỐø = (sin?ø + cos ø)” - 3sin7ø cos?a(sinˆø + cos?ø) 
2 
_ -3m' + 6m? + 1 
=1-3 —=-..... 
P¿ 4 
(Chú ý. Cũng dễ dàng suy ra các kết quả này từ kết quả của bài tập 6.30 
bằng cách đặt ø = m — Z`). 
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6.60. 


6.61. 


a) Vì sin75° = cos15°, sin55° = cos35° nên 
sin”15° + sin235° + sin^55° + sin2759 = 2, 
3m 3T 5m 


Ká)s 7U TL. TL 7 
b 1—— = SĨ —— —|= —— ' SIn—— = SỊị — — |= — 
) Vì sin 8 sn| 8 +- ;| EM”: ; ST 8 sn| + Kong 


2 23 2 57t 2 71 


7L . : 
—— + §In“ — + sin“ — = 2. 


n€n sn 8 S § 


: +sin 
8 


c) Tương tự 


` = COS BÀ + BH TIẾT tin 
12 ~ j. .]2)- 12 
nên ta có : 


TL .3T 51m 7T 91 Lm 
COS? -—— + CO§S2—— + C082 X— + c0§S2—— + COSỐ “~ + cos”——_ 


7 E) T2 12 12 PIN. 


: b 2 
Ta có tanz + tan = = tan ø tan = - 


e Nếu cos (ø + Ø) z 0 thì vế trái của đẳng thức đã cho là 
asin2(ø + Ø) + bsin (œ +) cos(ø + Ø) + ccos (ø +/ 
= cos?(ø + Ø)[atan?(œ + Ø) + btan(ø + Ø) + c] 

| 


ST”. TY ¿9/61/0226 y2 0ðï) (5) 


(anaz+tanØ  b 
I-tanztanØ8  c-a 


Nhưng ta có tan(ø +/) = 


(để ý rằng cos(ø + /Ø) # 0 © c # 4) nên thay giá trị của tan(ø +) vào 
biểu thức (*), sau khi đơn giản ta được biểu thức đó bằng c. 
e Nếu cos(ø + /) = 0 (© tanø tan= 1 © a = c) thì sin“(ø + /) = 1, nên 
vế trái của đẳng thức đã cho bằng asinˆ(ø +/) = a =c. 
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| l 
6.62. Đặt wu = 2 tan ở +COtZ), v= 2 tan ø — cot#) thì w + v= tana, 


w — V = cotø. Khi đó ta có 


sin(tan2) + sIn(cotZ) = sin( + y) + sin( — v) = 2sin cOSv 
. |l(snø  cosơ l(sina  cosơ 
= 2sin|— +— .COS| — =— 
2|COSư SInø 2\cOsư sInø 
. | ì sin?øœ — cos7a 
= 2sIin| —————— |.cos| —————— 
2sinøcosø 2 sin øcos ø 


: ] 
=2 sh| uy J0 (cot2z) : 


6.63. Ta có 

BK BH HK BH BA LJ tàn ` 

cos(ø— /@) — BE = BE + BE = BA BE + BE (HKEJ là hình chữ nhật) 
— BH BA. EJ EA 


“TT BE TEA BE c0sđ cos + sinø sin/. 


6.64. Ta có cosz = sv2 : 


TL - 
|L+ cosS ị 
CO§1C- = "n P Đi 2912 3 


7L 
l+cos— Ị ị f5 
COS—— = ——16 TU VI VÔ : 24s 2420/20 4/2 


32 2 4 2 
6.65. a) Ta có : 
¿ am 2m 4T §7 
SIì—— c€OS—— COS—— COS—— 


9 9 9 0 


1l. 4n 41 §m II. 8m Ñ7r 
= —SIN— COS— COS—— = —SIn— cos— 


2” 9 9 9 4` 9 9 
= có ch 2c =- cân 
BE... PB) sang 
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27 41 87 1 
Từ đó : —— = sẽ sa. 
ừ đó cOS ọ Ccos 9 CoS ọ § 


Ề 2T §z 51 7 5T 
b) Ta cố c0oS—— + c€0S—— = 2co§—— cos— =cos—— 


9 9 9 3 9 
= COS Thai ¬... 
= na TD 

27 4T 87t 
từ đó —— — — =Ũ. 
ừ đó coS 9 lên cóc: Nhớ: §) 
2m 2 1 2 8m 
D — =2 ——l= —— 
e) Do cos 9 cọs 9 l| = 2cos 9 L, 
G03.” = 2cos” ^E — 1 
§7r 2 4n 
COS-G— = 2CO§ ø 
nên từ b) suy ra 
cosf % + con? CC -+ coi cốc 
đ) Với mọi số A, B, C ta có : 
AB + BC + CA = 2|(A+B+©~ j“.n— LÔ) nên 
g0E” Toat 7 + tuc + COS—— s sa 
9 9 9 0 9 ọ 


5 


\ 
e) Ta có [x = cay g ||Š — cosg J|X — c0 


ạ 


⁄ 
hóc IỐ - + D: TXỂ + 


2m 47 47m §m S7 
+ COS~C~CO§~— + COS——COS——+coS—— coS 


xa 


8T 3 3v l 


— Tu Tan COS—— = X 
3 k 3 bồoktoẫn.com 


| 
h 


9 


2 


9 


ì 


] 2Tt 41 §7 ề 2 21 2 4m 
G08~C— + 0O§~C— + CO§-C— — | c0S“ — + cos“ — + cos“— 
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¬ B`u 47m 8n VỀ) uy vảy 
Từ đó h cas S lÌ cos ` lÍ = cos | = Fš tức là 


2sin? g-28Ìn2 2. 2smn “ 
Suy ra 
S du” ¬-—.ˆ 
šã 0)”: Sonh Tài yà 
Đẳng thức này lại cho ta sin „ sn snŠt - X3, 
f) Từ e) ta suy ra : 
§ ¬. = Wn Tgờn ” eín Lần C1 Tuy 
InOsin TRAAOSTT.. GA: ADN PA, AE Tuy Na) 
"....... 
— 8 8 3" 3 256 
6.66. Ta có 


l+ cos2(7 - ø) _ J>E0s2(7= jD) 
5 £¿ 


cos?(7 — ø) + sin?(7 — đ) = 
=l+ 2 leos2 -ø)— cos2(y - Ø)] = 1+ sin(2y —- ø - đ)sin(ø -— Ø). 
Từ đó 

cos”(y — ø) + sin (7 - /) ~ 2cos(y — ø)sin( — )sin( — Ø) 

= I+ sin(27 - ø ~ đ)sin(œ - đ) —- 2cos(z — #)sin(7 — Ø)sin(œ - /Ø) 

l + sim(ø — /Ø)[sin(27 ~ ø — Ø) — 2cos(7 — œ)sin(7 — Ø)] 

1+ sinn(ø - Ø)[sm(27 — ø - Ø) - sin(27 — ø — Ø)- sin(ø — Ø)] 
=l— sin?(ø - Ø8)= cos”(œ — ). 


6.67. sinœ + costz = (sin7z + cos°z)ˆ — 2sinˆzcos?z 


=1l— 2 sin 2z. 


Vậy biểu thức đã cho lấy giá trị bé nhất là 3 khi sin”2ø = 1. 
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6.68. 


6.69. 
6.70. 


6.71. 
6.72. 


6.73. 
6.74. 
6.75. 
6.76. 


6.77. 


6.78. 


6 


. : : 2 
sinŠø + cos”“œ = (sin7ø + cos?ø)” — 3sin“ø cos”œ(sin?ø + cos“đ) 


2 


=1-3sinzcos?ø = 1 —  sin” 2ø. 


Vậy biểu thức đã cho lấy giá trị nhỏ nhất là 2 khi sin”2ø = 1. 


Phương án (Bì). 


Phương án (C). (Để ý rằng co = —©0§ ì 


Phương án (C). 
Phương án (B). 


Phương án (A). (Để ý rằng sinÝø < sin ø, cos“ø < cos2ø). 


Phương án (B). (Để ý rằng sinz < sin2ø, cos”ø < cos2ø), 


2 2 


Phương án (B). (Để ý rằng —sin“ø < sin ø, —cos”ø < cos”ø). 


Phương án (C). (Để ý rằng sin!2ø < sin ø, cos2ø < cos2z). - 
vi 4 6 DA) 6 „2 
Phương án (A). (Để ý rằng =— ~ 3tan”# = 4(1 + tan“z)” - 3tan”z chỉ 
cos Zø 


chứa những luỹ thừa bậc chắn của tanz với hệ số không âm nên nó đạt 

giá trị nhỏ nhất khi tanz = 0, lcoszl = 1). 

Phương án (C). (Để ý rằng các điểm của đường tròn lượng giác xác định 

bởi các số œ¿ ø+—. 0e. - up 
ï h) 5 : hộ 

đều nội tiếp đường tròn đó hoặc để ý rằng 


ST TU Ố1 
COS@ = —COS ư+-= , COS đ+r = —COS đ+~— "`: 


là các đỉnh của một thập giác 
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BÀI TẬP ÔN TẬP CUỐI NĂM 


A. ĐỀ BÀI 
1. Cho A=(0;4),B= [xe R|xˆ<32), 
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C={xe R| (x—2)?>3},D=[6; +©), 


Tìm(A n B)U (C n Ð). 


Cho x là số vô tỉ và a, b, c, đ là các số hữu tỉ sao cho 2đ — be # 0. Chứng 


: : .đX+b... . ; 
minh răng số là số vô tI. 
xX+8 


Cho mệnh đề chứa biến P(z) : "Nếu tổng các chữ số của số nguyên dương 
n chia hết cho 6 thì w chia hết cho 6". P(Œ) là mệnh đề sai khi z bằng 
(A) 30; (B) 33; (C) 40 ; (D) 42. 

2 
a) Sử dụng máy tính bỏ túi để tính/2006 , máy tính cho kết quả là 
44,78839135. Hãy cho biết độ chính xác đ của kết quả này. 
b) Khi viết a ~ 15,7 + 0,3, ta hiểu số đúng ø nằm trong khoảng nào 2 
Cho hàm số ƒ+) = —x + | x+2|—|x— 2|. 
a) Hãy viết hàm số dưới dạng hàm số bậc nhất trên từng khoảng và không 
chứa dấu giá trị tuyệt đối. (Gợi ý. Xét hàm số trên mỗi khoảng (—øœ ; ~2), 
[-2; 2) và [2 ; + œ)). 
b) Chứng minh rằng y = ƒf(z) là hầm số lẻ. 
c) Vẽ đồ thị của hàm số y = (+), lập bảng biến thiên và nêu sự biến thiên 
của nó trên mỗi khoảng kể trên. 
đ) Sử dụng đồ thị, hãy tìm các khoảng trên đó hàm số có giá trị đương. 
Cho hàm SỐ y=x” - 4x + IỆ 


a) Khảo sát và vẽ đồ thị (P) của hàm số đã cho. 
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b) Gọi (2) là đường thẳng song song với đường phân giác của góc phần tư () 
và đi qua điểm M(O0 ; mm). Xác định biểu thức của hàm số có đồ thị (2). 


c) Tìm hoành độ các giao điểm A và Ö (nếu có) của (đ) và (P), và toạ độ 
trung điểm của đoạn thẳng AB (khi A và B phân biệt). 


Giải và biện luận các phương trình sau theo tham số 0 : 


a) mˆx - 3m? = 9(x + m) ; b) m(x +6) =x+ 2m” +4; 
c) lmx+x—1Ì~ |x+3| =0; đ) [mx+1[ = [2x+m-— 1Ï; 
xa xXx-ứŒ a 


) a-x đ+x g?_x2 
Giải các hệ phương trình sau : 


` lv —0,3y =0,7 b) v5x — V3y= J2 
6x+ 42y =45. 


x-3y=7; 


Cho hệ phương trình : 


(D (a + 4)x + ay = 2(a + Ì) 
(a + 2)x + 2ay = Ì. 


a) Giải và biện luận hệ (1) theo tham số 4. 
b) Khi hệ (D có nghiệm duy nhất (x ; y), hãy tìm hệ thức giữa x và y 
không phụ thuộc vào 4. 
Giải các phương trình : 
13 l 6 


a)———————+>~——=— 
2x2+x_-2L 2x⁄†+7 x -9 


* 
» 


E0) TT chai 2T HH mui TS 
x1 x+2 x+3 x-4 


b) 

Tìm tất cả các giá trị của tham số ø để phương trình : 
(a+2)x”+ 2(a+ 1)x+a—2=Ô0. 

a) Có hai nghiệm khác nhau. 

b) Có ít nhất một nghiệm. 


c) Có hai nghiệm bằng nhau 
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12. Dùng đồ thị để biện luận số nghiệm của phương trình : 
x-6x+3+m=0. 


13. Giả sử x;và x; là các nghiệm của phương trình bậc hai ax” + bx + e=0 
trong đó ac #0. Hãy biểu diễn các biểu thức sau đây qua các hệ số 4, b, c : 


2 
A) xx? bã xi? : b)xi—*;; c) Tr =3%). 
14. Giải các hệ phương trình sau : 


b) 


: x+4y=09 4x°+y? -2xy=7 
Xvÿ c7 2a (2x-y)y=y; 


5(x + y) + 2xy = —l9 
3xy+ x+ y = —35. 


15. So sánh các số sau đây : 


a) 42003 + 4/2004 và 2/2000 + V⁄2007 ; 
b) Vn+3+vJn+4 và vJn+Xn+ 7 (với n> 0); 
c) va +xb và /4a—c +xXb+c,vớia>b>c>0. 


l6. Chứng minh các bất đẳng thức sau : 


S42 : a” 


l 
SE Ố 4Š+1 2) 


17. a) Chứng minh rằng đối với ba số a, b, c tuỳ ý, ta có 
la| + |b| + |c| > |a + b + 4|: 
Đẳng thức xảy ra khi nào ? 
b) Áp đụng. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
#@) = |x+2|+|x+1|+|2x - 3|. 
18. Cho ba số dương a, b, c. Chứng minh rằng : 


b 
a) ac+ — > 2ANhab ; ha 
€ Mb_ va 
Trong mỗi bất đẳng thức trên, dấu bằng xảy ra khi nào ? 
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19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số ø(x) = x + VỚI X > 2 ; 


1 
x—2 
a) Chứng minh rằng với mọi số thực a, Ù, c, x, y, z (xyz # 0), luôn có 

(ax + by + cz)? Z (4 tổ đ c5(Ÿ + yf + z2). 
Dấu đẳng thức xảy ra khi “ = LIc n 
` Ý 
b) Áp đựng. Cho x” + 2y” + 3z” = 6. Chứng minh rằng |x + 2y + 3z| < 6. 
Giải các hệ bất phương trình 


2x+l<x+4 
x+l<2x-3 


a) 45_— 3y 3. 622i 
Son So no 5 
xvx+1l >0. 
Giải và biện luận hệ bất phương trình : 
l+mx>0 
x—2<0. 
Giải các bất phương trình : 
a) l—x 0; b) x+l. x-] 


2x-DĐœ-2)ˆ 2+1 3x12 T1 


Giải các bất phương trình : 


a) |x + 1| + 3|x+2|> x+7 ; b) 


x+2|' |x-I 


Ị 


—ï 


Xác định miền nghiệm của các hệ bất phương trình sau : 
hà”: 


Si =2 

Xx&— 

aA) K b) 44x + 3y > 12 
SIM ác x+3y<3. 
X+ S2; 


Tìm các giá trị của m để mỗi biểu thức sau đây luôn dương : 
a) (n7 + Ux” +(m—l1)x +3; 


b) (A2 — m)x” + (m ~4l2)x +/2m+ 312 
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21, 


28. 


29. 


30. 


31. 
32. 


33. 


34. 


s5: 


36. 
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Tìm các giá trị của ø để mỗi biểu thức sau đây luôn âm : 
a) — 4x” + (4m +12 )xT= m— VJ2m+ 1; 
b) (5m + 1)x”— (5m + 1)x + 4m + 3. 
Giải các bất phương trình sau : 
8§+4x : 2 : 3 b) = 1 


4x+x? x 4+* x2T-4 (@%+2) x? 2X 


Giải các hệ bất phương trình sau : 

)Jz —IAx+45<0 b) x =“#c6=0 
a 

|x2~11z+30 >0; 1.4 =#s©Lš 0, 

Tìm tất cả các giá trị của tham số m để các bất phương trình sau 
vô nghiệm : 
a) 3x” + mx + m+2<0; b) (3 — m)x” ~ 2(2m — 5)x — 2m + 5 > 0. 
Tìm các giá trị của z để phương trình x°— 2mx?”+ mˆ —1 = 0 vô nghiệm. 
Tìm các giá trị của m để phương trình (m — x7 — (m_— 5)x+m—ìÌ =0, 
có hai nghiệm phân biệt lớn hơn —]. 
Giải các phương trình : 
a)x"— 18x7+81=0; b) 4x'— 37x°+9=0. 
Giải các bất phương trình : 
a) \-x?+4x—3 <x—2; b) V2x+5 >x+]. 
Giải các bất phương trình 


a)2x°+ 42x? —8 <20; b)x”— 3x— x2 -3x+5 >1. 


Một nghiên cứu về tuổi của những phụ nữ MI sinh con lần đầu cho ta số 
liệu sau : 


Tuổi của mẹ Tần số 
[15/19] —- 312448 
[20; 24] 350 905 
[25: 29] 196365 


N=989000 


jcOIn 


1ó-BTĐS10.NC - B 


a) Dấu hiệu là gì ? Đơn vị điều tra là gì ? 

b) Tìm tuổi trung bình các bà mẹ ở Mĩ sinh con lần đầu. 

c) Lập bảng phân bố tần suất. 

d) Vẽ biểu đồ tần suất hình quạt. 

e) Vẽ biểu đồ tần suất hình cột. 
37. Tìm tất cả các mẫu số liệu kích thước 5 có các tính chất sau : 

~ Các số liệu trong mẫu là các số nguyên dương. 

- Số trung bình là 12, số trung vị và mốt đều bằng 8. 

— Biên độ (hiệu giữa giá trị lớn nhất và giá trị bé nhất của mẫu) bằng I8. 
38. Chứng minh rằng nếu sin( ø — đ) = : sin/, thì tan(ø — Ø) = ` 

3 3 + cosø 
39. Chứng minh rằng, nếu z+ đ+ y = r thì 
cos”ø + cos”+ cos?y+ 2cosø cos/jcosz= l. 
40. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
]-cosz _- 2 
l+cosø n b2 


5; 


41.  a) Với các giá trị nào của ø thì biểu thức sau đây có nghĩa ? 


+ 3, (giả sử cosS z 0). 


sin# + sin3ø + sin 5z + sin 7ø 
COS # + cO§3Ø + cOs5đ + cos 7œ 
b) Chứng minh rằng với các giá trị đó của ø thì biểu thức đã cho 
bằng tan4z. 
42. Chứng minh rằng với mọi ø, Ø, 7 ta có : 
cos”ø + cos? đ ~ COS”y — cos?(œ + +) 


=2cos(z + Ø)sin(Ø + 7)sin(7 + Z). 


B. ĐÁP SỐ - HƯỚNG DẪN - LỜI GIẢI 


LẺ A=(0;4); - B>=(-4/2;4V2).VayA ¬ B=(0;4) 
C=Cs;2- 3) 0+ V3 ;+o); D =[v6; +). 
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VậyCD=(2+ J3 ;+»s). 
Vậy (An B) O(ŒC ¬ ÐD)=(0; +œ). 


Chứng minh bảng phản chứng. Giả sử = — =r là số hữu tỉ. Khi đó 
: n b -rd 

ax + b= rđ + rcx. Vậy xức — a) = b - rảd. Nếu rc — a # 0 thì x = = 
—q 


là số hữu tỉ, trái với giả thiết. Vậy rc = a do đó rd = b. Nhưng khi đó 
ad — be = rcd - rcd = 0. Điều này trái với giả thiết. 

Giá trị n để P(n) sai khi tổng các chữ số của n chia hết cho 6 nhưng n 
không chia hết cho 6. Chỉ có duy nhất giá trị „ = 33 thoả mãn điều này. 
Vậy câu trả lời là Ö). 


| Đầu 
m=. 


b)zc [15,4; 16] 
—=x—4 khi x< -—2 
8)ƒf)=+# khi —- 2 < x< 2 
—=x+4 khix>2. 


b) Tập xác định của hàm số là IR. Với mọi x, ta có : 


Cách ï. (sử dụng tính chất |—a| = |a|) : 

ƒ{-x) = -(—x) + | (—x) + 2| — |(—x) ~2 | = x + |x - 2| - |x + 2| 
=~(-x+ |x+2|— |x— 2l) =— #@). 

Cách 2. (sử dụng kết quả câu a) : 

~ Nếu x< -2 thì —x > 2, nên ƒ(—x) = —(—x) + 4 = =(—x - 4) = -ƒ@). 

— Nếu -2 < x < 2 thì -2 < —x < 2, nên —x) = —x = -ƒ(#). 

— Nếu x> 2 thì -x <—2, nên ƒ(—x) = -(-x) — 4 = ~(~x + 4) = -ƒ(x). 


Vậy trong mọi trường hợp ta đều có ƒ(—x) = -ƒ(x), chứng tổ ƒ#x) là hàm 
số lẻ. 
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c) Đồ thị (h. 1). 
Bảng biến thiên : 


đ) (—œ ; —4) và (0; 4). 

a) Học sinh tự giải. Hình l 

b) Hàm số cần tìm là y = x + mi. 

c) Hoành độ giao điểm của (2 và (P) là nghiệm của phương trình 
xÌ—4x+l=x+m, 

hay x?—5x+1—m=0, () 

Phương trình (1) có biệt thức A = 25 - 4(1 — m) = 21 + 4m. 

Do đó, nếu 21 + 4m > Ö thì nó có hai nghiệm 


_ S—N2l+4m .= 5+4 2lx+ả4m 
2 = 


Xị= 
Đó cũng là hoành độ các giao điểm A và B của (2) và (P). 

Toa độ trung điểm của đoạn thẳng AB (khi A = 21 + 4m > 0) là điểm có 
tọa độ (xo ; yg), trong đó : 


Vụ =xụ + = Š tr 
a) Ta có mÀx - 3mˆ = 9(x + m) © (mÌ — 9)x = 3mm + 3). 


- Nếu m # +3 thì phương trình có nghiệm duy nhất x = Sáu, 


- Nếu m = -3 thì phương trình có dạng 0.x = 0, nghiệm đúng với mọi 

xeïR. Tập nghiệm Š = R. 

~ Nếu m = 3 thì phương trình góđạng,0wco46 (vô I0. Tập nghiệm § = Ø. 
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b) Biến đổi phương trình về đạng (m — 1)x = 2n — 1l)(m — 2). 
Phương trình có nghiệm duy nhất x = 2m — 2) khi m + l và nghiệm đúng 


với mọi x e l khi m = 1. 


€) |mx + x — 1| = |x + 3| (1) 
«© mx + x— ]=x+ 3 hoặc mx + xT— ] =—x- 3. 
1) x + xT— Ï=x+ 3© mx =4. (2) 


- Khi m =0, (2) trở thành 0.x = 4 nên phương trình vô nghiệm 
— Khi m z Ô, (2) có một nghiệm +x = = 


ñ) mx + x— 1L =—x— 3 © (m + 2)x = —2. (3) 


— Khi ? = —2 ; (3) trở thành 0.x = -2 nên phương trình vô nghiệm. 


- Khi -2; ó một nghiệ =—- 
Khi m z —2 ; (3) có một nghiệm x 2) 


Kết luận. Với m =0, phương trình có nghiệm x = —] ; 
Với m = —2, phương trình có nghiệm x = —2 ; 


2 


4 
Với —2, ph trình có nghiệ =— Vàx=—-—— 
ới m # 0, m # —2, phương có nghiệm x= —— Và x SE) 


đ) Với m = 2, tập nghiệm SŠ = ÏR. 
Với mm = —2 hoặc m = —], phương trình có nghiệm x = Ì ; 
Với m # 2, m # —2, m # —1, phương trình có nghiệm x = 1 và x = —z 


e) Điều kiện của phương trình : x z + a. 
Ta đưa phương trình về dạng 4ax = 4. ( 
se Nếu ø = 0 thì (1) có dạng -0.x = 0, phương trình (1) nghiệm đúng với 


mọi x c ÏR. 


Vậy phương trình đã cho nghiệm đúng với mọi x e RỶ 
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— 


: ` ' 
® Nếu z z 0 thì (1) có nghiệm x = —- Xét điều kiện x # +z, fa có To +a 


4 
1 ` " 2 
21 là nghiệm của phương 


T. Vậy khi 2ø # 0, a# #+— thì x= 


trình đã cho. 


Kết luận : Với a = 0, tập nghiệm của phương trình là § = IR” ; 


l 

PÌ hoặc a = Th tập nghiệm của phương trình là S = G7 ; 
bị 1 . 1 

Vớiaz0,az +1; tập nghiệm Š = ñ 

xeR 


a) Hệ có vô số nghiệm x_—7 
y = . 
3 


b) Ta có D = v10 + 643 ; D, =2+ 15 ;D, =5—62. 
Hệ phương trình có nghiệm duy nhất 


Bị: NÌ 2+5 ——| 
SxNrrrxinr xi) 


4a+3 -(2a+5) 
a+6 `” a+6 


a) Hệ có nghiệm duy nhất (x ; y) = ) nếu z # 0 và 
4a # -<Ố. 


Hệ vô nghiệm nếu a = - 6 ; Hệ có vô số nghiệm Ề : y) VỚI y tuỳ ý nếu 


a= 0Ð. 
: . 4a+3 -G22 9) 
c0 ~6, hê có êm duy nhất (x ; -( :——|. 
b) Khi a z 0 và a#zZ â có nghiệm duy (x;y) TH: ¬+€ 
6x2. an aa sa ẽ 
a+6 xXx—4 
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10. 


11. 
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3—~Ốx s 
_—=2a+5) _ =mx..... 
_— g+6 3— 6x — 3 
+6 
x4 


a)x=- Á4. 
`. 2 x-2.- 
LÀ cày ='"h.a x+2 
XỔ — — 6 T 
x+3-~ x+3 x-ÁC x4. 
ên phương trình đã cho trở thành : : — ? = 
MU _x=l x+2 


5x—8 5x+12 


1ý (+ =T)G-®)  Gœ+2œ+3 


Từ đó phương trình đã cho tương đương với hệ 


(5x -8)(x + 2)(x + 3) = (Sz + 12)(x - l)(x - 4) 
(x — (+ + 2)(x + 3)(x - 4) z 0 


+2 
Vậy khi hệ có nghiệm duy nhất (z; y) thì y = —” 


Phương trình thứ nhất của hệ (*) được biến đổi thành phương trình 


š ty= _ =0 và có hai nghiệm xị = ~ 


52 


1 69 |__ l 
: + VỆ la: nE = 


69 
5 


sỊ 


Vì hai nghiệm này thoả mãn điều kiện thứ hai của hệ (*) nên chúng là 


nghiệm của phương trình đã cho. 


a) Để phương trình có hai nghiệm phân biệt điệu kiện cần và đủ là 


a+2z0 INếp 
2 2 = 
A'=(z+1-(a-4)>0 2aza+5>0 


= Ñ- C ;— 2) (—2; + œ), 
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13. 


(h.2) và đỉnh parabol là điểm P@ ; -6) 


b) Xét các trường hợp sau : 
®2Z+2=0<>a=-2 khi đó phương trình trở thành 
~2x— 4=0 <x=-2. 


°2+2 # 0«€©a#z-—2. Để phương trình có ít nhất một nghiệm, điều kiện 
cần và đủ là : 


A'=(4+ DỀ-(4Ì~ 4) >0 © 24+ 5 >0 © a3 cố: 


Vậy ae [š: + œ). 


5 
2à 


Xét hàm số y = ƒ&) = x” — 6x + 3. Đồ thị 
hàm số là một parabol quay bề lõm lên trên 


Do đó parabol có phương trình 

y=+ - 6x + 3 và đường thẳng có phương 
trình y = — : 

+ Có một điểm chung duy nhất khi m = 6 ; 

+ Có hai điểm chung phân biệt khi 7: < 6 ; 


+ Không có điểm chung khi m > 6. 


Suy ra phương trình x*—6x+3+m=0 
+ Có nghiệm kép khi m = 6 ; Hình 2 
+ Có hai nghiệm phân biệt khi zm < 6 ; 

+ Vô nghiệm khi ?m > 6. 


2 2 be 
A) X2Xị + XịX2 = XiXaŒXỊ † X¿) = ——C 
a 


2 bˆ — 4ac 
g 
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14. 


15. 
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SUY Ta : 


2 
‹ : lp — 4ac 
Nếu VỊ = 2 > 0 thì -Ÿ]1 = V2 = —~' 
a 
2 
: : lb — 4ac 
Nếu hạ m2 <0thì Ị 2n can =—= 
a 


2 
¬- -4 
Nếu vị - +;> 0thì Ai A15 = - Ề = 
lá cc q a7 
2 
— 4 
Nếu xị— x2 <0 th X Jứ, =. 3 n e, 
2 ch ứ Ẹ: 
.( 2344 
a)(1:2) | ~Ð : mj 
b) Nghiệm của hệ nỹ h )|. -Š ì 3, (1; —3) s[Š : 2) 


Gợi ý. Từ phương trình thứ hai suy ra y = 0 hoặc y = 2x—l. 
c) Nghiệm của hệ là (—3 ; 4) và (4 : —3). 

a) xJ2003 + v2004 > vJ2000 + /2007; 

b) Vn+3+Vn+4 > vn +vJn+7 (n>0); 


c) Nhận thấy (da + \b] =a+b+2đáb 
(Va=e+b+c] =a+b+2 (a — c)(b +c); 


Do (4 - e)(b + €) =ab — c(a — b) —c <ab(vìa>b>c>0), 


nến 2 (a — e)(b + c) < 2\ab Vì vậy Ma +xb >VJa-c+vb+c 
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16. 


17. 


18. 


19. 


ME: 
Na?+2 


Do đa” + 2 > 2 với mọi 4 nên @¿“ +2 —1> 0. Vì vậy bất đẳng thức cuối 
cùng đúng. Suy ra điều phải chứng minh. 


3 
a : 1 


3) >2Ẳ©a2+2+1>29a2 +2 © (a2 +2 - UP >0. 


© 24) <a +1 © (#& — lì > 0 (đúng). 


(Dấu đẳng thức xảy ra khi z = 1). 
a) |a| + |b| + |c| = (a| ~> |b}) + le| > lø + b| + |e|> |a + b + «l. 


Z 


: : . |Jab>0 
Đẳng thức xảy ra khi tứca>0,b>0,c>0 hoặc 
(za+b)c >0, : 


gSÖ0,D<0 6x0. 

b) +) = |x + 2| + |x + 1| + |2x - 5| = |x + 2| + |x + 1Ị+ |5 — 2x| 
>|x+2+x+l1+5-2x|=8. 

Đẳng thức xảy ra, chẳng hạn tại x = 1. 

Vậy giá trị nhỏ nhất của ƒ(>+) là 8. 


4a) Vớia>0,b>0,c>0tacó 


ác + : - 2 lac.C = 2Alab. 


Đăng thức xảy ra khi øc = : hay b = ac” 


3... .:s TT 


Mb va Ývab 


Đẳng thức xảy ra khi a = b. 


1 [ Ị 
b)x+ SN ONGIP ta: œŒ~2)-=-z+2=4(z-2>0). 


Đẳng thức xảy ra khi x = 3. 


Vậy giá trị nhỏ nhất của ø(x) là 4. 
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20. a) Cách I. Từ đẳng thức 
(a7 +bP +c?Xx”+y?+z?)= 
= (ax + by + cz)Ÿ + (2y — bx)” + (bz — cy) + (4z — cx" 
để dàng suy ra 
(a? + cˆXx7 + y + z?)>(ax +by+ cz)? 
ay = bx 


3 : : ` b 
Đăng thức xảy ra khi 4 ðz = cy tức là = = ỹ = 


4z = CX 
Cách 2 


2 2 


(ax + by + cz)Ÿ =4)x?+ b`y? +€c2z” + 2abxy + 2acxz + 2bcyz 


2 2„2 g) 


K@ SẺ” bˆy? l6 2= 5È a'y? +9 2x 2+a¿2 +ó2x 4b z4 c?y? 
= (a? +#j + c?Xx? + y + z7). 
b) x+2y+3zŸ” = (1.x +42. J2y + 3.32)? 

< œ&7+2yˆ +3zˆ)\(1+2+3) = 6.6 = 36. 


Vì vậy |x+2y+3z| < 6. 


Jiy B) 45 3y 


x+l<2x-3 
x 
={ 


Hệ vô nghiệm. 
b)Ủ«<x«<3. 


. ao (D [1 Đc lÊk () 


c= 
x—2<0 xe<3 (2) 
Gọi tập nghiệm của (1) và (2) lần lượt là S¡ và %2. Khi đó §› = (—œ ; 2]. 
— Nếu m = 0 thì S¡ = Ø nên hệ (I) vô nghiệm : SŠ = Ø, 
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— Nếu z > 0 thì SŠ¡ = l~m ;+ =] và = < 2, nên tập nghiệm của hệ (I) là 
mù m 
s=(-m›?] 
M 
^“ ` j P¬y 2 ⁄ ] 4ˆ 
— Nếu m < 0 thì $J = BC” , ta cần phải so sánh =— XỐI 5: 
- .Ắ - Ỉ 
+ Nếu mm < —-~ thì —-— <2, nên § = | —œ ; — — |. 
2 m m 
_ Là... 1 
+ Nếu m> —7~ thì -— > 2, nên § =(—œ; 2]. 
Mì - 


23. a) Tập nghiệm Š = Ẹ : ì 2(2;+œ). 


) loại GP TN, lin (x + 1)3x + l)- (x— 1x + ]) 


> 
L2 YEEE1022TRENI (2x + (3x + ]) Sâu 
š7-4 50 L2 (X =#/J= 3›) 
(2x+1)3x+l) - (2x+l)(3x+l) ˆ ` 
: “.:. '...... 
VỚI Xị = ——5—— Win Ta lập bảng sau : 


Vậy tập nghiệm của bất phương trình là 


1".=T.. 


kí hoi TÀI 


Bá») 


24. a) Lập bảng phá dấu giá trị tuyệt đối như sau : 


* Với x < -2, bất phương trình đã cho trở thành —4x — 7 > x + 7 © x< -2,8. 
Do -2, 8 < ~2 nên trong trường hợp này, bất phương trình có nghiệm x < —2,8. 


® Với -2 < x< -1, ta có 2x + 5 >x+ 7 ©x>2. Kết hợp với điều kiện 
đang xét thì không có giá trị x nào thoả mãn. 


® Với x > -l ta có 4x + 7>x+ 7< x>0. Do -1 <0 nên trong trường 
hợp này, nghiệm của bất phương trình là x > 0. 


Vậy tập nghiệm Š = (—œ ; —2,8) t2) (Ô ; +œ). 
2 2 
10 ={ | J*{ Bì œ ÄŒ+Ð)Œ+5) vụ 


x-l x+2j}  (x-_l (= W#£Ð - 


-5 
x+2 


b) 


Lập bảng xét dấu ta tìm được tập nghiệm là 
»=(Cœ; —5]\2Í—l ; l) 2 (1 ; +®). 
25. 
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26. 


21. 


a) Tập nghiệm của bất phương trình là miền tứ giác ABCD (kể cả biên) (h.3). 
b) Hệ vô nghiệm (h.4). 

a) Ta có A = ứn — 1) ?— 1202 + 1) =—11m2— 2m — 11 = —(1 1m + 2m + 11) 
vàa=m 2+1 >0. 


Tam thức luôn dương khi và chỉ khi A = (11m + 2m + 11)<0 


© 11m” + 2m + 11>0 cm eR. 


b) Nếu m= V2 dễ thấy biểu thức luôn dương với mọi x. 
Nếu m # A2 thì biểu thức là tam thức có ø = 4/2 ~ m z 0 và biệt thức 
= (m—42)?~- 4(2 - m)(2m + 322.) = 9m2 + 242m — 22. 
=42-m>0 


Tam thức luôn dương khi và chỉ khi |“ (*) 
Á = 0m2 + 2.3m =22 < 0. 


Ti C) 
9 bị 


Tam thức ƒ(m) = 9m” + 24/2 m - 22 có hai nghiệm 7m = 


mạ =42. 


Do đó ƒ(m) < Ö khi và chỉ khi ~11⁄2 <m<^l2 


Kết hợp với (*) suy ra ST m<42. 


a) Tam thức luôn luôn âm khi và chỉ khi m > ——^~ 


: 1... 
b) Với m = khi đó biểu thức có giá trị là = >0, do đó mm = — 


Chn|— 


không thoả mãn. 


Với m # _ei khi đó biểu thức đã cho là một tam thức bậc hai. 
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28. 


29. 


30. 
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TTam thức luôn âm khi và chỉ khi 


[a=5m+1<0 


: x. jWs=1, 
|A = (5m + HŸ ~ 4(ðm + 1)(4m + 3) < 0 


* 


—_...... 1 à 
n.” 0, suy ra tập nghiệm là 


a) Bất phương trình tương đương với 
(4; 0) v2 (0; +0). 
b) Bất phương trình được biến đổi tương đương với 


x“ +16 
2⁄2œ—2)/x+ 22 7 ' 

Suy ra tập nghiệm là § = (2 ; +œ). 
a)6<x<9. 
b)Í < x<3vàx=-—Ì. 
à) Bất phương trình đã cho có hệ số 2 = 3 > 0, để bất phương trình vô 
nghiệm, điều kiện cẩn và đủ là : A = m”— 120 + 2) < 0 

© m”— 12m — 24 <0 

© 6-2/15 <m<6+215. 
b) Với m = 3, khi đó bất phương trình trở thành -2x - l > 0 và bất 


phương trình có nghiệm là x < _: Suy ra m = 3 không thoả mãn. 


Với m z 3. Để bất phương trình vô nghiệm điều kiện cần và đủ là : 
3-m<0 Jm >3 
2 Xe 2 
A' = (2m — 5)” — (3~— m)(5— 2m) <0” [m2 — 9m + 10 <0 


m»3 


> 


5 
2< m<—. 
tệ SG, 


Suy ra không tồn tại để bất phương trình đã cho vô nghiệm. 


31. 


32. 


Anh 


34. 


Đặt y = xŸ, y > 0. Khi đó vế trái của phương trình đã cho trở thành 
f0) =yˆ— 2my + m —]. 


-Điều kiện của bài toán được thoả- mãn nếu phương trình ƒfy) = 0 vô 


nghiệm hoặc chỉ có hai nghiệm âm. 


Cách ï. Do A' = I nên phương trình ƒ{y) = 0 có hai nghiệm y¡ =  — I và 
m—]1<0. 
m+]<©, 


Vậy phương trình trùng phương đã cho vô nghiệm khi w < —]. 


Cách 2. Do A' = 1 nên phương trình ƒ#{y) = Ö có hai nghiệm phân biệt. Hai 
nghiệm đó âm khi và chỉ khi 


y2 =m + 1. Ta phải có 


tức là mm < —]. 


“`... 
a 

an ci 
a 


tức là zm < —1. 
Ta có kết luận như trên. 
~3 < m< 1. Hướng dẫn. Đặt y = x + 1 bài toán trở thành : 
Tìm ø sao cho phương trình 
(m—1)(y— ĐŸ— (m—5Xy — 1)+m— 1 =0 

có hai nghiệm dương phân biệt, tức là phương trình 

(m— 1)y? — (3m ~ 7)y + 3m — 7 = 0 
có hai nghiệm đương phân biệt. 


a)5= [ , =#| , Kx " jÌ 
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Gợi ý. Bất phương trình tương đương với hệ : 


—..ẽs.. ng 
x—-2>0 


~x? +4x—-3>0. 


kệ 
b) s=|~Š:2} 


Gợi ý. Bất phương trình tương đương với : 


2x+5>0 2 
đš x+ : hoặc (II) lk >(x+]) 
< 


x+l>Ô. 
1? 17 
35. 95=|¬ÍZ :~2| v|?) T 


Gợi ý. Đặt = 2x7? —8§ >0. 


b) S= (Cœ ; —1) (2(4; + ©). 


Gợi ý. Đặtt= x” — 3x + 5 >0. 


36. a) Dấu hiệu là tuổi các bà mẹ ở nước Mĩ sinh con lần đầu. Đơn vị điều tra 
là các bà mẹ ở nước Mi sinh con lần đầu. 


b) Tuổi trung bình là 22,89. 
c) Bảng phân bố tần suất 


Tần suất(%) 


[25 ; 29] 
[30 ; 34] 9,6 
[35 ; 39] 3,5 
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nm, 


d) Biểu đồ hình quạt (h.Š5) e) Biểu đồ tần suất hình cột (h. 6) 


¡ 


l5 1920 2425 2930 3435 39 


Hình Š Hình 6Õ 


Gọi số bé nhất là z. Số lớn nhất là a + 18 > 8. Vậy có thể xảy ra hai 
trường hợp sau 


Trường hợp ï. Mẫu là a; b; 8; 8 ; a + 18 (sắp xếp theo thứ tự tăng dần). 
Khi đó tổng các số liệu là 24 + b + 34 = 12 x 5 = 60, suy ra 2a + b = 26. 
Vì a <8; b < 8nên 2a+ b< 24. Vậy trường hợp này không xảy ra. 
Trường hợp 2. Mẫu là a; 8; 8; b; a + 18 (sắp xếp theo thứ tự tăng dần). 
Khi đó tổng các số liệu là 2z + b + 34 = 12 x 5 = 60. Suy ra 2z + b = 26 
hay b = 26 - 2a = 2(13 - a). 

Vậy b chẵn, tức là ð có dạng b = 2c. Suy rac = 13— a. Vì b < a+ 18 và 
a =13-cnên 2c < 13-c+l8=31-—c. Vậy 3c < 31 hay c < 10.Via < 8 
nên c > 13—-8=5. Khi đó b > 10 >8. 

Tóm lại 5 < c < 10. Như vậy ta có 6 mẫu thoả mãn điều kiện đã nêu là 
(13—-c;8§;8;2c;31-— c} trong đó c e {Š5;6;7;8;9; 10}. Cụ thể là 


các mẫu 


(8; 8; 8; 10; 26), l2; 8; 8; 16; 23), 
7; 8; 8 ;12; 25), {44; 8; 8 ;18; 22, 
(6; 8; 8; 14; 24), 75/5 2U) Slji 
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38. 


39. 


40. 


á1. 


42. 
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3sin(ø — Ø) = sin( — ø + ) = sinø cos(ø - Ø) - sin(ø — Ø)cosa, từ đó 
ta có 

SH 
_ 3+cosz' 
(Chú ý. cos(z - Ø # 0 vì nếu cos(z - Ø) = ÔØ thì từ (*) ta suy ra 
sin(ø — Ø) =0, vô lí). 


(3 + cosØ)sin(ø — Ø) = sinz cos(# - Ø) (*), vậy tan(Ø — F) 


Ta cố : 
cosˆy+ 2cosø cos/ cosz= cosz[cos(-— (ø + Ø)) + 2cosø cos/| 


= cos?{—cosø cos/8+ sinz sin/ + 2cos ø cos/] = cosz cos(ø — ) 


= —cos(# + Ø)cos(z- Ø) = sinˆø sin”8~ cos”ø cosˆØ 
= sin ø sinđ~ Wl.= sin 2 — sinˆØ =-l+sin ø+ sin Ø= 1—cosz~ cos”8 
— 2 
Đặt / = tan —. thì pc a `. +3 =4/- 21+ t)+3=272 +, 
Ï `; l+cosz pm”: 
co 5 


nên giá trị nhỏ nhất đạt được là 1 khi ¡ = 0. 


T4 Tr u4 TL 1 
# —+ÈkT{;¡ ơ #—+È— :œ#—+k— VỚIke€ 2. 
a) 2 + #mt ï ở Ạ 2 ữ S Ạ VỚI & € 
Hướng dần. Có thể viết mẫu thành 
(cos#đ + cos7ø) + (cos3œ + cos5#) = 2cos 4ø(cos 3# + cos #) 


= ÁcoSø cos 2Ø cos Ảơ. 


b) Hướng dân. Viết từ thức thành 2sin42(cos3# + cos Z). 


Dùng công thức hạ bậc và công thức biến đối tổng thành tích. 
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